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Los textos que conforman la presente antologia
abarcan un periodo de mas de 30 afios (1899-1930) en
las investigaciones de Hilbert acerca de los fundamen-
tos de las matemdticas. En ellos podemos observar el
desarrollo de sus ideas en torno a esta problematica: la
axiomatizacidn como el método propio de las ma-
tematicas, la justificacién del infinito y la necesidad,
en vista de la aparicién de las paradojas en la teoria de
conjuntos y las subsecuentes disputas en torno a la
validez de la aritmética transfinita y la 16gica misma,
de darles un fundamento seguro y definitive con la
metamatemdtica o teoria de la demostracion. En este
proyecto, tanto logico como matematico, la reflexion
filos6fica desempefia un papel importante y asi vemos
como la filosofia de Kant constituye un pilar tan
importante como el cilculo 16gico de Frege y Rusell.
Este intento, conocido como el programa de Hilbert,
es ¢l origen del formalismo en la filosofia de las
matematicas y constituye un punto de referencia ine-
ludible para el estudio histdrico de estos problemas.




Introduccion

No es posible comprender el interés de Hilbert a lo largo de casi 30
afios en los problemas de los fundamentos de las matematicas st no se
toma en cuenta el contexto tedrico e histdrico en el que ta! problematica
surge y en el cual los textos que aqui presentamos pretenden influir.

Hacia 1895 ya eran conocidas algunas de las inconsistencias vincu-
ladas directamente con la naciente teoria de los conjuntos. Cantor,
Zermelo y Hilbert tenian conocimiento de la existencia de estas contradic-
ciones. En 1899, Cantor intenta una clasificacién de las “multiplicidades”
o conjuntos en dos clases distintas, La primera de ellas es la clase de las
totalidades consistentes que estaria formada por todas aquellas multiplici-
dades para las cuales la “existencia simultinea” de todos sus elementos
no lleva a ninguna contradiccidn. La clase de las multiplicidades incon-
sistenies seria en cambio aquella formada por totalidades en relacién a las
cuales no seria posible considerar la existencia simultinea de todos sus
elementos sin llegar a una contradiccién. Tal seria el caso de la clase de
todos los nitmeros ordinales, o la clase de todos los nimeros cardinales.

Serfa un error, sin embargo, considerar que la irrupcidn de los
métodos axiomaticos fue el efecto directo de un proyecto inspirado en
la idea de salir al paso a estas contradicciones; recordemos simplemente
que no es la teoria de los conjuntos la primera rama de las matematicas
que fue axiomatizada. Es importante tener presente que el antecedente
mas importante a los textos que aqui presentamos, diz Grundlagen der
Geomerrie de Hilbert, data de 1895, y tal vez este texto pueda ser
considerado como ¢l origen del método axiomaitico contemporaneo en
matematicas. Si recordamos brevemente el espiritu que anima a esta obra,
Hilbert intenta una clasificacién de los distintos axiomas sobre los cuales
se basa la geometria del plano en cuatro diferentes grupos; con los cuales
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se pretendia el “anélisis logico de nuestra percepcidon del espacio™. El
punto importante para la dificultad que nos ccuipa no radica en establecer
si los axiomas que constituyen a estos cuatro grupos eran va conocidos
por Euclides o por alguna tradiciébn geométrica posterior. La cuestion
central es la relacién que guardan estos axiomas con el resto de las
proposiciones geométricas. Los axiomas no son considerados como
proposiciones verdaderas, evidentes y que no requieren demostracion; un
axioma no es tal sino en combinacién con los otros axiomas; su caricter
deriva del hecho de que sea independiente de, y consistente con, los demas.
Es decir, a partir de los axiomas no deberi concluirse una contradiccién,
¥ ninglin axioma podréa derivarse de los restantes.

Con esta 1dea en mente, Hilbert sostiene que los axiomas establecen
las condiciones que definen a los obyetos geométricos involucrados en ellos.
Es decir, st los axiomas satisfacen la condicién de ser no contradictorios
entre si, entonces resultaran wverdaderos y existentes los objetos definidos a
través de ellos.

Es en este sentido que deben entenderse los axiomas de la geometria;
ellos establecen las relaciones que prevalecen entre los objetos definidos
por ellos y que llamamos puntos, lineas, planos et Es decir, nc hay
necesidad de establecer definicion alguna acerca de lo que es cada uno de
estos objetos, esta definicidn estd dada implicitamente por los axiomas.
Con este doble papel desempefiado por los axiomas v el abandono de la
idea de que se trata de verdades que no requieren demostracién, podemos
sostener que en su sentido moderno, el método axiomatico en las
matematicas nace precisamente con esta obra de Hilbert.

Esta es la idea central que domina en el texto que inicia nuestra
seleccién, “Acerca del concepto de ntimero” [Uber den Zahlbegriff].
Hilbert compara aqui a la geometria y a la aritmética desde el punto de
vista de su método de investigacién. Mientras que en é&sta los diferentes
sistemas numeéricos {enteros, racionales, reales y complejos) se introducen
por extensiones sucesivas del sistema de los naturales para garantizar la
generalidad de las operaciones (diferencia, divisién y extraccién de raices),
es decir, genéticamente, en aquella ¢! procedimiento consiste en suponer la
existencia de ciertos conjuntos de objetos y postular ciertas refaciones
entre ellos, esto es, el procedimiento es axiomitico. A pesar del gran valor

' D. Hilbest 4i grundlagen der Geometrie, Introduccin.
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didactico y heruristico del primer método, Hilbert considera que el
método axiomatico resulta el mas adecuado para una investigacién sobre
los fundamentos de la tecria de los nlimeros. Se presentan 18 axiomas
para la teoria de los nlimeros reales, divididos en 4 grupos (axiomas
numéricos, de orden, de conexién, de continuidad), v se investigan las
relaciones de dependencia logica entre ellos. Hilbert reconoce asi en la
demostracién de consistencia la garantia de la existencia, como una
totalidad acabada, del conjunto de los nlimeros reales.

En el periodo que va de 1900 a 1917, Hilbert habia reconocido la
necesidad de una extensiéon del método axiomético a toda la matematica
v a toda la clencia. En 1904, por ejemplo, Hilbert presenta un esquema
de prueba de la consistencia de la aritmética que, aunque desafortunado,
encierra ya una estrategia de demostractén que se convertiria en una
forma canénica de establecer resultados en la metamatematica, es decir,
el uso de la induccién sobre férmulas para mostrar que cierta propiedad
es hereditaria. Hilbert expone asimismo en este tiempo su idea, esencial
para la realizacidn de esta estrategia en las matematicas, de que las
consideraciones globales acerca de éstas pueden partir de la concepcidn
de las mismas como una simple coleccién de formulas, que su consisten-
cia debe demostrarse directamente suponiendo tan sblo nociones elemen-
tales (la induccién como maximo) v, ademds, que esta tarea requiere de la
fundamentacidn simultdnea de la logica y la antmética (por lo que el
logicismo incurre en un error de principio). Otras ideas que Hilbert
formula por primera ocasion en este lapso son la relativa a la existencia
de objetos extralbgicos ¥ a la equivalencia entre verdad mateméitica y
consistencia.

En 1917, Hilbert escribe nuevamente sobre estos temas. Su articulo
“El pensamiento axiomatico” [Axiomatisches Denken) representa un punto
de transicidn en el planteamiento hilbertiano. Se desarrolla aqui una
teoria del método axiomitico como un instrumento de ordenacidn
rigurosa esencial a la clencia e indicador de su grade de desarrollo. Pero
ahora la exigencia de la consistencia de los axiomas de cada una de las
disciplinas lo lleva a plantearse una investigacién sobre el concepto
mismo de demostracion. En esta tarea Hilbert ve un paralelo con la teoria
de los aparatos en la fisica y con la critica de la razén en la filosofia.

Los escritos de 1922 “La nueva fundamentacion de las matematicas
[Neubegriindung der Mathematik] v de 1923 “Los fundamentos l6gicos de
las matematicas™ [Die logischen Grundlagen der Mathematik] constituyen un
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punto de definicion importante en el pensamiento de Hilbert. Se habla
en ellos, por primera ocasion, de la metamatemdtica como una nueva rama
de las matematicas con una problemética especifica. Con ello Hilbert
considera tres partes esenciales de las matemaéticas:

a) Las matematicas reales que conforman el cuerpo de resultados vy
procedimientos que histbricamente se asocia con esta disciplina, esto es,
las matematicas con sus principios deductivos finitos y transfinitos (z.g7.
Ia ley del tercero excluido o el axioma de eleccidn) a los que se trata de
dar un fundamento definitivo,

b) Al conjunto de signos con los que se formalizan (representan)
proposiciones, 1deas y argumentaciones de la matemdtica real, pero que
se manejan como si carecieran de todo significado, por medio de reglas
de transformacidn puramente sinticticas.

c) Una teoria de la demostracidn [Bewreistheorie] en la que se hace uso
de inferencias y procedimientos concretos, esto es, de contenido, de
caricter estrictamente finitista, y cuyo fin seria el establecimiento de
resultados acerca de bj (y asi, indirectamente, acerca de a}, particularmente
los relativos a la consistencia e independencia de los axiomas.

Hilbert formula en el primero de estos articulos lo que después
habria de considerarse, errbneamente, como la idea basica del formalismo,
a saber, que los objetos de la teoria de nlimeros son los signos mismos,
Sin embargo, en el segundo escrito, Hilbert sostiene que no puede
prescindirse nunca por completo de las consideraciones intuitivas y de
contenido; lo que se hace es ubicarlas en un nivel superior. De acuerdo
con esto, el desarrollo de las matematicas tendria que darse por dos vias:
demostrando que nuevas férmulas son deducibles a partir de los axiomas
por medio de las inferencias formales aceptadas, y afadiendo nuevos
axiomas junto con la prueba de consistencia correspondiente. Hilbert
acepta en esta época parcialmente la critica de Brouwer al significade de
clertas proposiciones e inferencias que trascienden la esfera de lo finito,
pero rechaza, sin embargo, las consecuencias que aquél deriva a partir de
ello. Para Hilbert, lo que se requiere es no una renuncia a ninguna parte
de las matematicas, sino un examen de aquellos modos de inferencia que
involucren lo transfinito, asf como una determinacidén axiomatica garan-
tizada por una prueba de consistencia.

Las ideas de Hilbert acerca de los fundamentos de las matematicas
alcanzan su plena madurez en su ensayo “Acerca del infinito” [Uber dus
Unendliche]. El articulo esta escrito en un tono brillante y conciliador {a
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diferencia de la actitud polémica del escrito de 1923). El texto esth
dividido en dos partes; en la primera, Hilbert presenta una versién mucho
mas elaborada del método axiomatico y de la metamatematica o teoria
de la demostracion. En la segunda, Hilbert presenta un bosquejo de
prueba de la consistencia de la hipétesis del continuo, Una de las ideas
que Hilbert introduce aqui es la distincién entre proposiciones finitarias
(reales) y proposiciones ideales; en esta distincién Hilbert cree ver la clave
no sélo para la comprension histérica del surgimiento de distintos
sistemas numéricos, sino igualmente un procedimiento legitimo de
simplificacién y generalizacién y, por supuesto, la clave para una solucién
del problema de dar un fundamento finito a las argumentaciones
transfinitas. La {inica condicién que ia aplicacidén del método de los
elementos ideales plantea es el de una prueba de consistencia de los
postulados, pero ésta requiere a su vez que la teoria se trate como algo
concreto, es decir, como una coleccidbn de férmulas y asociaciones
sinticticas sin significado. En el caso critico de la teoria de los niimeros
y la teoria de conjuntos, se hace necesaria una formalizacién simultinea
de éstas y la logica. Se tendria asi una garantia tanto de aquéllas como de
la inocuidad de las leyes de la 16gica aristotélica. Hilbert concluye de todo
esto el caricter absolutamente fundamental de la teoria de la demos-
tracion.

“La fundamentacion de la teoria elemental de niimeros [Die Grun-
dlegung der elementaren Zablenlebre) es el Gltimo de los escritos no sistemati-
cos de Hilbert sobre el tema de los fundamentos de las matematicas. En
este articulo Hilbert completa [a transicién de la consideracidn de objetos
intuitiva de la matematica real a la consideraciébn de férmulas como
materia de reflexién. Hilbert pretende ofrecer aqui una justificacién
filosofica del finitismo y del procedimiento axiomatico de los elementos
1deales. El finitismo se encuentra intimamente relacionado con lo  priori,
esto es, con las condiciones de posibilidad de la razén en su manifestacidén
propiamente matematica: hay alge que nos es dado de antemano en la
representacion, ciertos objetos extraldgicos concretos, presentes intuiti-
vamente como vivencia inmediata v anteriores a todos pensamiento. De
ello se concluye, en primer término, la imposibilidad del logicismo. Lo
a priori en Kant y en Hilbert no son, sin embargo, idénticos. Hay
principios que Kant considera 4 priori y que no son tales (la totalidad de
los hechos fundamentales de la geometria, las proposiciones elementales
del espacio y la materia, por ejemplo), sino hechos empiricos; y también
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hay otros que han sido tenidos como tales y que no es posible obtener
en el marco de un enfoque estrictamente finitista {z.gr. el principio del
tercero excluido). Un antecedente histérico del finitismo se encuentra en
Kronecker, quien, sin embargo, habria cometido el error de declarar
ilicitas las argumentaciones transfinitas (absolutamente imprescindibles
en analisis, segin Hilbert y que constituyen la razdn de ser de la aritmeética
cantoriana} y decretar prohibiciones al respecto. El problema es entonces
el de justificar el infinito a partir de lo finito. La posibilidad misma del
conocimiento depende, de acuerdo con Hilbert, de la existencia de un
consenso total en relacidon a ciertos principios, y el marco mas elemental
de tal acuerdo es la teoria de niimeros. Es imprescindible, por lo tanto,
alcanzar una correccién zbsoluta en lo que a ésta se refiere y eliminar
definitivamente cualquier duda respecto a sus fundamentos. Este serfa el
logro de la teorfa hilbertiana de la demostracién. Hilbert formula,
finalmente, su idea de que la solucidén por él propuesta es esencialmente
{a inica plausible: no ha habido ninguna otra teoria que permita obtener
los mismos resultados y no es concebible ninguna otra que lo logre,
puesto que, en realidad, lo que hace lIa teoria de la demostracidn no es
sino representar [nachbilden] la actividad Gltima de nuestro enten-
dimiento y elaborar un registro de reglas segiin las cuales procede, de
hecho, nuestro pensamiento.

Carlos Alvarez
Luis Felipe Segura



Nota

Los textos que componen nuestra antologia tienen el siguiente
origen:

Cap. I “Acerca del concepto de niimero” [Uber den Zahlbegriff] fue
publicado originalmente en el Jabresbericht der Deutschen Mathematiker-Vere-
inigung 8, 1900, pp. 180-194. El articulo estd fechado 12 de octubre de
1899 en Gottingen y reimpreso como Anexo VI de a 32 (1909) ala 72
(1930) edicidn de los Fundamenios de la geometria (1899) (FG).

Cap. II “El pensamiento axiomatico” [Axiomatisches Denken] es el
texto de una conferencia sustentada por Hilbert ante la Sociedad Mate-
mAtica Suiza el 11 de septiembre de 1917 en Ziinich. Se publico al afio
siguiente en los Mathematische Annalen 78, pp. 405-415 reimprimiendose
en el vol. 3 de los Gesammelte Abbandlungen, Springer Verlag, Berlin, 1935
{(GA), pp. 146-156.

Cap. I1I “La nueva fundamentacién de las matematicas” [Neubegriin-
dung der Mathematik] es el texto de la conferencia presentada a Sociedad
Matemitica de Copenhague y al Seminario de Matematicas de la Univer-
sidad de Hamburgo a principios de 1922 y en verano de ese afio
respectivamente. Se publicé con el subtitulo “Primera Comunicacién”
[Erste Mitteilung] en los Abbandlungen aus dem mathematischen Seminar der
Hamburgischen Unsversitdt I (1922), pp.157-177 y en los GA, exactamente
en las mismas paginas.

Cap. IV “Los fundamentos légicos de las matematicas™ [Die logis-
chen Grundlagen der Mathematik] es el texto de una conferencia dictada
por Hilbert en [a Sociedad Alemana de Investigadores de las Ciencias
Naturales en septiembre de 1922. Fue publicada en los Mathematische
Annalen 88 (1923), pp. 151-165 y aparecié como reimpresién en los GA,
pp. 178-191.
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Cap. V "Acerca del infinito” [liber das Unendliche] es el texto
(presumiblemente ampliado) de una conferencia dedicada a la mernoria
de Weierstrafl en la Sociedad Matematica de Vestfzlia el 4 de junio de
1925 en Miinster. Se publicd en los Mathematische Annalen 95 (1926), pp.
161-190 y tue reeditado al afio siguiente en el Jabresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung 36, pp. 201215 y en forma abreviada como
Apéndice a la 72 ed. de los FG,

Cap. VI “Lz fundamentacién de la teoria elemental de nameros”
[Die Grundlegung der elementaren Zahienlehre] es el texto de una
conferencia sostenida ante la Sociedad Filosdfica de Hamburgo en
diciembre de 1930. Fue publicado en los Mathematische Annalen 104
(1931), pp. 485-494. La parte central de este articulo fue reeditada bajo el
mismo titulo en los GA, pp. 192-195.

Para la preparacidon de la presente edicidn hemos contado con la
valiosa y generosa colaboracidén de los profesores Rodolfo San Agustin,
Carlos Torres del Departamento de Matematicas y Ménica Clapp del
Instituto de Matematicas de la UNAM.



Acerca del concepto de nimero

Cuando estudiamos y comparamos los numerosos trabajos publi-
cados acerca de los principios de la aritmética v los axiomas de la
geometria, nos percatamos no solo de la existencia de miltiples
analogias y conexiones entre estas dos materias, sino asimismo de una
importante diferencia en lo que se refiere al método de investigacién
en ellas.

Recordemos, en primer lugar, el modo en el que se introduce e
concepto de niimero. |

Tomando como punto de partida el concepto de nimero 1, se
piensa normalmente que los demis nfimeros enteros positivos
2,3,4,..., ast como las leyes que rigen sus operaciones, surgen gracias
al proceso de contar. Se pasa después, debido a la exigencia de generali-
dad de la sustraccidén, al niimero negativo. Luego puede definirse el
niimero fraccionario, por ejemplo, como un par de nlimeros — se tiene
entonces que toda funcidn lineal posee una raiz— y finalmente a un
nimero real como una cortadura o como una sucesién fundamental.
De este modo se logra ver que cualquier funcién racional indefinida y,
en general, cualquier funcidon continua indefinida, tiene una ratz. Lla-
maremos genético a este método de introduccién del concepto de niimero
porque introduce el concepto mucho mas general de ndimero real por
medio de extensiones sucesivas del concepto mas sencillo de namero.

En el caso de la construccidn de la geometria, el procedimiento es
fundamentalmente distinto. Lo com{in en ella es comenzar con la
suposicidn de la existencia de una totalidad de elementos. Es decir,
suponemos desde un inicio la existencia de tres sistemas de objetos: los
puntos, las rectas y los planos. Relacionamos [uego esos elementos entre
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si, seglin el modelo euclidiano, por medio de los axiomas de conexibn,
de orden, de congruencia y de continuidad’.

El problema que entonces se nos plantea es el de demostrar la
consistencia y completud de estos axiomas. En otras palabras, tenemos
que probar que la aplicacidn de esos axiomas no puede nunca conducir-
nos a contradicciones y, ademas, que el sistema de los axiomas resulta
suficiente para demostrar todos los teoremas de la geometria, Liamaremos
métedo axiomdtico a este procedimiento de investigacion,

La cuestiébn que ahora queremos plantear es la de saber si realmente
el método genético resulta el mas adecuado para el estudio del concepto
de nlimero, mientras que el método axiomatico es el mas 1dbéneo para los
fundamentos de {a geometria. Igualmente resulta de gran interés com-
parar ambos procedimientos e investigar cuil es el més apropiado para
una investigacién logica de los fundamentos de la mecanica o de alguna
otra disciplina fisica.

Mi opinidn es esta: 4 pesar del gran valor pedagdgico y heuristico que el
método genético pueda tener, el método axtomdltico resulta daramente preferible
para una exposicadn definitiva y logicamente segura de los contenidos de nuestro
conocimiento.

En la teoria de los nimeros, el método axiomatico adquiere la
siguiente forma.

Pensemos en un cierto sistema de objetos a los que llamaremos
nimeros v que denotaremos con las letras 4, &, ¢,.... Supongamos,
ademas, que estos nllmeros se encuentran en ciertas relaciones reciprocas
cuya descripcién precisa es expresada por los siguientes axiomas:

I AXIOMAS DE CONEXION

[.1 A partir de dos nimeros 4 y & podemos obtener por “adici6n™
otro nitmero ¢. Simbolicamente,

a+b=c oblen c=a+#

1.2 Dados dos nlimeros 4 y & cualesquiera, existe un {inico nimero
X y existe un Unico nimero y tales que

a+x=0y yta=b

' Cf. D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie [Fundamentos de la Geometria), Leipzig, 1899.
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L3 Existe un niimero definido 0 con la propiedad de que, para
todo nimero 4,

a+0=a y C+a=a

.4 Dados dos nimeros a y ¥ cualesquiera, podemos obtener por
“multiplicacién” otro nliimero ¢. En simbolos

ab=c obien c=ab.

I.5 Siaybson nimeros y a es distinto de 0, existen un Gnico
numero x y un unico niimero y tales que

ax=b y ya=£&h

I 6 Existe un nmero definido 1 con Ia propiedad de que, para
todo namero a,

a-l=a y l-a=a.

[I. AXIOMAS PARA LAS OPERACIONES

Las siguientes formulas son validas para cualesquiera ntimeros 4, #y ¢
L1 a+{b+c)=(a+b)+¢

1.2 a+b=b+a

1.3 a(be)=(alb)e

L4 a(é+c)=ab+ac

ILS (a+b)c=ac+bc

1.6 ab=tba

III. AXIOMAS DEL ORDEN

III.1  Si1ay & son dos nimeros distintos cualesquiera, uno de ellos
(por ejemplo, 4} es mayor ( >} que el otro; este Gltimo es mener que el
primero. En simbolos

a>b y b<a

HI.2Z S1a>by £>c entoncesa >c
IIL3 Sia>bentoncesa+c>b+cycta>c+b

.4 S1a>kyc>0,entoncesac>ck yca>ch.
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IV. AXIOMAS DE CONTINUIDAD

IV.1 (Axioma de Arquimedes) Sean « y & dos niimeros cuales-
quiera, 2 > 0y #> 0. Sumando 2 consecutivamente, puede obtenerse una
suma con la propiedad de que

@ +a+...+a>b

IV.2 {Axioma de completud) Si al sistema de los nimeros se afiade
otro sistema de objetos, entonces en el nuevo sistema no pueden ser
validos los axiomas I, II, III, v IV. 1. En otras palabras, los nimeros
conforman un sistema de objetos que tiene la propiedad de hacer
imposible una extensidén [propia] del mismo conservando la validez de
la totalidad de sus axiomas.

Algunos de los axiomas I. 1-6, I, 1-6, III. 14 y IV. 1-2 pueden
obtenerse a partir de los demas. Es decir, nuestros axiomas plantean el
problema de su independencia logica. Esta tarea nos permite reconocer
varios hechos novedosos y de gran utilidad en la investigaciéon de los
principios de la aritmética. Tomemos como ejemplo los siguientes.

La existencia del nimero 0 (axioma L.3) es una consecuencia de los
axiomas 1. 1, I. 2 y IL. 1, por lo que tal principio depende esencialmente
de la ley asociativa para la adicion.

La existencia del nlimero 1 (axioma 1.6) se obtiene a partir de los
axiomas L. 4, 1. 5 ¥ IL 3, por lo que se encuentra intimamente relacionada
con la ley asociativa para la multiplicacidn.

Por otra parte, la ley conmutativa para la adicién (axioma IL 2)
resulta de los axiomas [, II. 1, IL. 4 y I1. 5, por lo que podemos verla como
una consecuencia de la ley asociativa para la adicion y las leyes distribu-
tivas.

Prueba:

Tenemos que

(a+8)(1+1)=(a+b)1+(a+b)l=a+b+a+tt

=ga{1+1)+6(1+1)=a+at+b+4,
por lo que

at+bt+tatb=a+atb+é
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¥, por lo tanto, segiin 1. 2,
b+a=a+b.

La ley conmutativa para la multiplicacién (axioma II. 6) se obtiene
de los axiomas [, IL 1-5, Il y IV. 1, pero no se puede liegar a elfa a partir
de los axiomas I, I 1-5 v IIL. Es decir, el principioc se obtiene a partir del
resto de los axiomas si y sclamente si se aflade también el axioma de
Arquimedes (axioma IV.1). Este resultado adquiere especial importancia
en lo que se refiere a los fundamentos de la geometriaZ,

Los axiomas IV. 1 y IV. 2 son independientes entre si y no nos
informan nada acerca del concepto de convergencia, ni acerca de la
existencia de un limite. Sin embargo, a partir de ellos puede deducirse el
teorema de Bolzano sobre la existencia de un punto de acumulacién. Por
lo demis, es clara la coincidencia de nuestro sistema numeérico con el
sistema usual de los nimeros reales.

La demostracién de la consistencia del sistema de axiomas no
requiere sino de una modificacién apropiada de los métodos de deduc-
cion usuales. En esta prueba me parece vislumbrar igualmente la de-
mostracion de la existencia del agregado [Inbegriff] de los niimeros reales,
0, para servirnos de la terminologia de G. Cantor, la demostracién de
que el sistema de los nlimeros reales constituye un conjunto consistente
(acabado)’.

Todas las dudas y objeciones que se han planteado en relacién a la
existencia del agregado de los niimeros reales y, en general, en relacién a
la existencia de conjuntos infinitos aparecen como algo injustificado una
vez que hemos adoptado el enfoque que acabo de describir. De acuerdo
con lo dicho, por conjunto de los nimeros reales no tenemos que
entender {a totalidad de las leyes postbles segiin las cuales pueden avanzar
los elementos de una sucesién fundamental, sino mas bien, como
acabamos de decir, un sistema de objetos cuyas relaciones se encuentran
determinadas por el sistema firito v cerrado de los axiomas LIV, v en
relacion al cual ninguna afirmacién sera valida si no puede deducirse a

% . D. Hilbert, gp. cit, Cap VL.

3 Hilbert utiliza aqui siguiendo a Cantor el término “consistent™ para referirse a conjuntos
en gencral, mismo que no ha de confundirse con “widerspruchsfrei”(literalmente: libre de
contradiccién), que es usual traducir como “consistente”para referirse a conjuntos de
enunciados. Cantor (carta a Dedekind, 18.6.99) distingue entre multiplicidades consistentes
¢ inconsistentes. Unicamente fas primeras darian lugar a conjuntos. [N. de T.]
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partir de esos axiomas por medio de un niimero finito de inferencias
logicas. |

S1 procedemos de manera aniloga para obtener una demostracién
de la existencia del agregado de todas las potencias (o el de todos los alephs
cantorianos) es seguro que no tendremos exito: el agregado de todas las
potencias no existe; es decir, el sistema de todas las potencias es —en la
terminologia de Cantor— un conjunto inconsistente {inacabado)’.

¥ Ver nota anterior. [N. de T.]
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- Una sociedad particular sblo puede desarrollarse saludablemente
cuando también lo hacen los pueblos que le son vecinos. De manera
analoga, el bienestar y el interés de los estados demandan no sélo el
mantenimiento de un orden interno, sino también la existencia de un
orden general en las relaciones entre ellos, Lo mismo ocurre en la ciencia.

Haciéndose cargo de esta circunstancia, los mas importantes pensa-
dores en las matematicas han mostrado un constante interés por las leyes
¥, en general, por el orden que priva en las ciencias vecinas, cultivando
en beneficio de nuestra disciplina sus relaciones con amplios e impor-
tantes Ambitos cientificos de la fisica y la teoria del conocimiento.

En mi opinidén, la mejor manera de aclarar la naturaleza y el
fundamento de estas fructiferas relaciones consiste en exponer el método
general de investigaciébn que parece imponerse cada vez mas en las
matermaticas modernas, el wétodo axiomdtioo.

Si consideramos en conjunto los hechos que conforman una cierta
esfera del conocimiento mas 0 menos comprensiva, nos percataremos de
inmediato de que la totalidad de los mismos es susceptible de un orden.
La ordenacidn se lleva a cabo recurriendo a una ciera trama de conceptos
relacionados entre si, de tal manera que a cada objeto y a cada hecho del
campo de conocimiento de que se trate les corresponda, respectivamente,
un concepto de esa trama y una relacidon légica entre conceptos del
mismo. La trama de conceptos no es otra cosa que la oriz de esa esfera
del saber.

Esta es precisamente la manera en la que se crdenan en [a geometria
los hechos geométricos, en la que se ordenan los hechos aritméticos en
una tecria de los nimeros, y los hechos estiticos, mecinicos y elec-
trodinamicos en una teoria de la estitica, en una teoria de la mecanica y
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en una de la electredindmica respectivamente. Y es asi como una teoria
de los gases impone un orden a los hechos de la fisica de los gases. Lo
mismo ocurre en las esferas del conocimiento de la termodindmica, de
la geometria Optica, de la teoria elemental de la radiacion, de la conduc-
c16n del calor, o en el calculo de probabilidad y en la teoria de conjuntos.
Igualmente en muchos otros campos del conocimiento matemaético puro,
como en la teoria de las superficies, la teoria de las ecuaciones de Galois
o la teoria de los nimeros primos, y del conocimiento no matemético
como en ciertas ramas de la psicofisica o de la teoria monetana.

St observamos de cerca una teoria determinada, reconoceremos en
ella un reducido niimero de proposiciones distinguidas que sirven de
fundamento para la construccidn del entramado de concepros que hemos
mencionado. A partir de esas proposiciones y con base en principios
lIogicos, podemos obtener en su totalidad el edificio conceptual que
subyace a la disciplina en cuestion.

Es asi como en la geometria basta el principio de linearidad de la
ecuacién del plano y el de la transformacién ortogonal de las coorde-
nadas para permitirnos obtener, haciendo uso exclusivo de recursos
analiticos, la totalidad de la disciplina que conocemos como geometria
euclidiana del espacio. En la teoria de los nimeros bastarian, por
ejernplo, las leyes para las operaciones y las reglas para los numeros
enteros. En Ia estatica, este papel central es asumido por el teorema del
paralelogramo de fuerzas, mientras que en la mecinica podria repre-
sentarlo la ecuacion diferencial del movimiento de Lagrange, v en la
electrodinamica, las ecuaciones de Maxwell, con la exigencia adicional
de la rigidez y la carga del electrén. La termodinamica puede construirse
enteramente a partir del concepto de funcion de energia y la definicién
de temperatura y presion como derivadas de las variables de entropia y
de volumen. En la teoria elemental de la radiacion, basta el principio
de Kirchhoff acerca de las relaciones entre emisién y absorcion, mientras
que el calculo de probabilidades puede basarse enteramente en el prin-
caipto de desviacidén de Gauss. La tecria de los gases en la ley de la
entropia, como el logaritmo negativo de la probabilidad del estado. La
teoria de las superficies se basa en la representacién del elemento de
arco por medic de la forma diferencial cuadritica; la teoria de las
ecuaciones en el teorema de la existencia de raices; la teoria de los
numeros primos en la ley de la realidad y frecuencia de los ceros de la
funcién riemanniana C ( ¢) del teorema fundamental.
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En un primer nivel podemos considerar a todos estos principios
basicos como axiomas de las esferas particulares del conocimiento. El desarrollo
y progreso de cada una de éstas consistiria entonces simplemente en la
extension légica del aparato conceptual del que ya disponemos. Este es
el enfoque dominante en las matematicas puras. Es precisamente a los
métodos de trabajo e investigacidn que de él se derivan a los que debemos
el enorme desarrollo de la geometria, de la aritmética, de la teoria de
funciones y de la totalidad del andiisis.

Con todo ello, el problema de la fundamentacién de los campos
particulares del conocimiento encontraba al mismo tiempo una solucién,
si bien de caricter provisional. En efecto, poco a poco se hizo patente en
cada una de las disciplinas que hemos mencionado la necesidad de dar
también un fundamento a aquellos principios tenidos hasta entonces
como bésicos, como axiomas, Se ofreci® entonces una serie de “demostra-
ciones” del caracter lineal de la ecuacidon del planc y de la ortogonalidad
de una transformacién que expresara un movimiento. Se “probaron” las
leyes de las operaciones aritméticas, el paralelogramo de las fuerzas, las
ecuaciones del movimiento de Lagrange, lo mismo que la ley de la
emisién y la absorcion de Kirchhoff, la ley de la entropia y el principio
de la existencia de las raices de una igualdad.

Pero el examen critico de estas “demostraciones” puso de manifiesto
que, en realidad, no se trataba efectivamente de pruebas. Lo que con ellas
se logra, es fundamentalmente una reduccidn a otras proposiciones,
localizadas en un plano mis profundo, a las que debemos considerar
ahora como axiomas, esto es, como los axiomas que reemplazan a los
anteriores. Esta es la manera en la que se obtienen los lamados axdomas
de la geometria, de la aritmética, de Ia estitica y la mecinica, de la teoria
de la radiacidn y los de la termodinamica. Estos axiomas representan un
estrato mas profundo de principios axiomaticos que los axiomas men-
cionados en relacién a cada una de esas esferas del conocimiento. El
procedimiento del método axiomatico, tal y como aqui se hace evidente,
equivale a una whicacion mds profunda de los fundamentos de las ciencias
particulares. Como ocurre en el caso de cualquier construccion, esto
resulta necesario cuando se quiere seguridad al pasar a niveles superiores.

Ahora bien, si la teoria de una esfera particular del conocimiento,
esto es, el aparato conceptual que le es propio, ha de cumplir sus objetivos
de orientacion y ordenamiento, debe satisfacer ante todo dos exigencias
fundamentales. Debe, en primer lugar, proporcionarnos una visién de
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conjunto de la dependencia (o independencia) de los enunciados de la teoria;
y debe también, en segundo lugar, ofrecernos una garantia de la comsistencia
de todos los enunciados de la teoria. Son estos los dos principios que
debemos tomar como criterio en el examen de los axtomas de una teoria.

Ocupémonos, en primer término, de la cuestion de la dependencia
(o independencia) de los axiomas.

El ejemplo clasico de una prueba de independencia de un principio
axiomatico nos lo ofrece el axioma de las paralelas en la geometria. En
realidad, el problema de si el enunciado de las paralelas se encuentra
condicionado por los otros axiomas es resuelto ya de manera negativa
por Euclides mismo al considerario como uno de sus axiomas. El método
euclidiano de investigacion se convirti6 con el tiempo en el prototipo de
la investigacién axiomaética, convirtiéndose también la geometria en un
modelo para la construccién axiomatica en general.

Otro ejemplo de investigacion acerca de la dependencia de los
axiomas lo encontramos en la mecanica clasica. Como hemos sefalado,
las ecuaciones de Lagrange para el movimiento pueden fungir provisio-
nalmente como axiomas de la mecanica. Ciertamente ésta puede basatse
enteramente en una formulacién general de tales ecuaciones para fuerzas
y condiciones secundarias cualesquiera. Sin embargo, un examen mas
detenido del problema nos muestra que para la construccion de la
mecinica no es necesaria la suposicion de fuerzas ni de condiciones
secundarias arbitrarias, por lo que el conjunto de presuposiciones puede
reducirse. Esta circunstancia conduce, por una parte, al sistema axioma-
tico de Boltzmann, que considera solamente fuerzas, o mas exactamente:
fuerzas centrales, omitiendo toda referencia a las condiciones secun-
darias; pero, por la otra, conduce también al sistema axiomaitico de Hertz,
que prescinde de las fuerzas y se ocupa exclusivamente de las condiciones
secundarias (en especial de aquellas con conexiones fijas). Es claro
entonces que estos dos sistemas se ubican en un estrato mas profundo
en el proceso de axiomatizacion de la mecanica.

Si en la fundamentacidn de la teoria de las ecuaciones de Galois
consideramos como un axioma la existencia de las raices de una ecuacién,
podemos tener la certeza de que lo que obtendremos es un axioma
dependiente, pues como Gauss ha mostrado, toda proposicién de exis-
tencia es demostrable a partir de los axiomas de la aritmética.

Lo mismo ocurre, por ejemplo, en la teoria de los nimeros primos
cuando queremos suponer como axioma el principio de la existencia de
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los ceros de la funcién € ( ¢ ) de Riemann. Al pasar al estrato axiomatico
mas profundo de la aritmética pura nos percatamos de la necesidad de
demostrar este principio de existencia, preservando al mismo tiempo sus
importantes consecuencias para la teoria de los niimeros primos, con-
secuencias con las que ahora contamos Gnicamente gracias a su postu-
lacién como axioma.

De particular interés para el enfoque axiomitico y la cuestion de la
dependencia de los principios de una esfera del conocimiento resulta el
axioma de continuidad,

En la teoria de los nlimeros reales se establece que el axioma de Ia
medida, también conocido como axioma de Arquimedes, es independiente
de todos los demas axiomas de la aritmética, Es bien sabida la importancia
que este hecho tiene para la geometria. En mi opinidn, resulta también de
considerable interés para la fisica en vista de la siguiente consideracién. El
hecho de que podamos llegar por composicién de distancias terrestres a
dimensiones y distancias de cuerpos en el espacio, es decir, el hecho de que
con una medida terrestre resulten conmensurables las longitudes celestes y
que las distancias en el interior del &tomo puedan también ser expresadas
con una medida métrica, no es una mera consecuencia logica de los
principios relativos a las congruencias triangulares y a la configuracién
geométrica, sino que constituye un resultado de la investigacidn empirica.
Precisamente en este sentido, [a validez del axioma de Arquimedes en fa
naturaleza requiere de una confirmacidén experimental, de la misma
manera en que —en el sentido que todos conocemos— la requiere el teorema
de la suma de los dngulos de un triangulo.

En general, la formulacién del axioma de continuidad que me
parece mas adecuada en la fisica es Ia siguiente:

Si para la validez de un enunciado fisico se hace necesario un grado
arbitrario de exactitud, entonces es posible encontrar intervalos pequesios dentro
de los cuales las suposiciones del enunciado pueden variar libremente, sin que la
desviacion del enunciado supere el grado requerido de exactitud,

Este axioma expresa lo esencial del experimento. Se trata de un
principio constantemente presupuesto por los fisicos que hasta ahora no
habfa sido formulado de manera explicita,

El axtoma de continuidad resulta asi imprescindible, por ejemplo,
cuando siguiendo a Planck derivamos el segundo principio del calor a
partir del axtoma de la imposibilidad de un perpetusm mobile del
segundo tipo.
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Sirviéndose del principio del buen orden del continuo, Hamel ha
ofrecido una prueba muy interesante de la necesidad de utilizar el axioma
de continuidad para la fundamentacién de la estatica, en la demostracién
del enunciado del paralelogramo de las fuerzas, por lo menos en lo que se
refiere a una cierta y evidente eleccién de los otros axiomas.

También los axiomas de la mecinica clasica pueden ser objeto de
una ubicacién mas profunda si, sirviéndonos del axioma de continuidad,
analizamos el movimiento continuo en movimientos parciales sucesivos
rectos y uniformes que son producidos por impulsos, y utilizamos luego
el principio de maximalidad de Bertrand como el axioma fundamental de
la mecanica. De acuerdo con éste, el movimiento que realmente tiene
lugar después de cada impulso es siempre aquel en relacion al cual la
energia cinética del sistema puede verse como el maximo de todos los
movimientos compatibles con el principio de conservacidn de la energia.

No nos ocuparemos aqui de los nuevos tipos de fundamentacion de
la fisica (particularmente la electrodindmica) que son en su totalidad
teotias del continuo y que plantean, en el sentido mas amplio, la exigencia
de continuidad., La razén de ello es que se trata, en realidad, de
investigaciones que ain estin en curso, por lo que su consideracion
resultaria necesariamente incompleta.

Concentrémonos ahora en el segundo de los puntos de vista que
hemos mencionado, esto es, en el problema de la consistencia de los
axiomas.

Es evidente la importancia que este problema tiene para valorar una
teorfa. La existencia de contradicciones en ella pone en entredicho la
existencia misma de la teoria. Ahora bien, establecer la consistencia
interna dista de ser una tarea facil, aun en el caso de teorias reconocidas
y exitosas. Recordemos en este sentido las objeciones, en la teoria cinética
de los gases, a la reversibilidad.

Con frecuencia se considera como algo obvio que una teoria sea
consistente. Sin embargo, es necesario llevar a cabo un desarrollo mate-
matico de bastante profundidad para demostrarlo. Consideremos como
ejemplo un problema de la teoria elemental de la fransmisién del calor, a
saber, la distribucién de la temperatura dentro de un cuerpo homogeneo
cuya superficie se mantiene a una cierta temperatura variable de acuerdo
con el lugar. En tal caso, es un hecho que la exigencia de un equilibrio
de la temperatura no significa necesariamente una contradiccién en la
teoria. Sin embargo, para saber si esio es realmente asi, se hace necesarto
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ofrecer una prueba de que el conocido problema del valor marginal de
la teoria potencial es siempre soluble, pues es precisamente la solucién
de esta dificultad la que establece la posibilidad de un reparto de la
temperatura que satisfaga la ecuacién de la distribucién del calor.

Por lo demas, en la fisica no resulta nunca suficiente que los
enunciados de una teoria sean compatibles entre si; se requiere también
que esos enunciados no contradigan enunciados de alguna otra disciplina
cercana.

Asi por ejemplo, como he demostrado recientemente, los axiomas de
la teoria elemental de la radiacién proporcionan no sélo una fundamen-
tacton del principio de Kirchhoff acerca de la absorcién, sino igualmente un
principio especial relativo a la reflexidn y la refraccion de los rayos de luz
particulares a saber: si dos rayos de luz natural caen con la misma energia
desde lados distintos sobre la superficie de divisién de dos medios, de tal
manera que la direccidn que toma el primero después de su incidenciayla
que toma el segundo después de su reflexién son la misma, entonces el rayo
resultante de su union es también un ravo de luz natural y posee la misma
energia. Es posible demostrar que este principio es enteramente compatible
con la dptica y que puede, ademas, derivarse como consecuencia de la teoria
electromagnética de la luz.

Es bien sabido que los resultados de la teoria cnética de los gases son
compatibles con k& fermodindmica. De manera aniloga, la inerca electro-
magnética y la gravitacion einsteiniana son consistentes con los conceptos
correspondientes de las teoifas clasicas, en la medida en que éstas se
consideren como casos limite de los conceptos generales de las nuevas
teorias.

Por el contrario, la teoria cudntica moderna, lo mismo que el cono-
cimiento progresivo de la estructura del dtomo, ha conducido a leyes que
contradicen a la electrodinimica actual, basada esencialmente en las
ecuaciones de Maxwell, por lo que resulta evidente la necesidad de
reformarla radicalmente y de darle nuevos fundamentos y organizacién.

Vemos asi que en las teorias fisicas la supresion de las contradicciones
debe lograrse por medio de una modificacién en la eleccidn de los
axiomas. La Gnica dificultad que ello trae aparejada es la de elegir los
axiomas de tal manera que todas las leyes fisicas observadas resulten una
consecuencia logica de los mismos.

Algo distinto ocurre con la apanicién de contradicciones en esferas
del conocimiento cuyo caricter es puramente tebrico. El ejemplo clasico
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de una situacion de este tipo nos lo ofrece la teorfa de conjuntos, y, mas
especificamente, la paradoja del conjunto de todos los conjuntos de Cantor. La
importancia de esta paradoja es tan grande que maternaticos de la talla
de Kronecker y Poincaré se vieron obligados a negarle el derecho a la
existencia a la teoriz de conjuntos en su totalidad, a pesar de constituir
ésta, en nuestra opinidn, una de las ramas mas fructiferas y vigorosas de
las mateméiticas en: general.

El método axiomatico resulta también de gran utilidad para una
situacién tan delicada como ésta. Zermelo ha presentado un sistema de
axiomas adecuado que, por una parte, restringe lo arbitrario de las
definiciones de conjuntos, y, por la otra, limita la validez de las afirma-
ciones acerca de sus elementos'. A partir de esto, Zermelo logra desarro-
llar una teoria de conjuntos en la que las contradicciones que hemos
estado mencionando desaparecen, y que, a pesar de las restricciones,
conserva en lo esencial la fuerza en cuanto a alcance y aplicabilidad de
la teoria original.

Hasta ahora, el surgimiento de las contradicciones se ha dado en el
curso del desarrollo de una teoria, plantedndose Ia necesidad de su
eliminacién por medio de modificaciones en el sistema de los axiomas.
En el caso de las matematicas, es decir, cuando se trata de recuperar el
prestigio de éstas como modelo de las ciencias exactas, lo antertor no
basta. La exigencia de principio de una teoria axiomatica debe, mas bien,
extenderse hasta el punto de mostrar que las contradicciones resultan
imposibles dentro de una esfera del conocimiento demarcada por un cierto
sistema de axiomas. '

Esta es precisamente la exigencia que hemos tenido en mente cuando
en los Grundlagen der Geometrie demostramos la consistencia de los
axiomas de esa teoria. El procedimiento seguido alli es el de probar que
cualquier contradiccidn que se presente como consecuencia de los
axiomas de la geometria, conduce necesariamente a un resultado similar
en la aritmética del sistema de los nimeros reales.

Es evidente que también en las ciencias fisicas ocurre con frecuencia
que la cuestion de la consistencia interna depende de la consistencia de los
axiomas de la aritmética. Yo mismo he demostrado en otra parte, por

1 . Zermelo, “Untersuchungen Gber die Grundlagen der Mengenlehre®, Matbemarische
Annalen 65, 1908. [N. de T.]
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ejemplo, la consistencia de los axiomas de la teorfa clemental de la radiacion,
construyendo un sistema axiomatico a partir de porciones analiticamente
independientes de la misma y dando por supuesta para todo ello la
ausencia de contradicciones en el anilisis.

Podemos y debemos proceder de manera similar en la construccién y
el desarrollo de una teoria matematica. Consideremos, por ejemplo, la
teoria de grupos de Galois. 51 en el desarrollo de ésta hemos tomado ya
como axioma el teorema de la existencia de raices, o el principio de existencia
de los ceros de la funcibn riemaniana € { ¢ ) en la teoria de los nliimeros
primos, la prueba de la consistencia del sistema axiomatico equivale
precisamente a establecer el principio de la existencia de raices, o el teorema
riemanniano sobre la funcién C ( ¢), por medios puramente analiticos.
Solo entonces puede garantizarse en forma acabada la teoria en cuestion.

Anilogamente, el problema de la consistencia de un sistema de
axiomas para los n#meros reales remite al problema correspondiente en
relacidon a los nimeros enteros. Este es un resultado de las teorias de
Weierstrafl y Dedekind para los nimeros irracionales.

Hay, sin embargo, dos casos en los que es evidente que este pro-
cedimiento de reduccion a una esfera mas particular no nos es titil, el del
sistema axiomatico para los nlimeros enteros y el de la fundamentacién
de la teoriz de conpuntos. No existe, en efecto, en relacion z ellos y aparte
de la légica, ninguna disciplina a la que podamos apelar.

Ahora bien, en vista del caracter ineludible de una demostracién de
consistencia, pareceria necesario axiomatizar en primer lugar a la légica
misma y probar luego que tanto la teoria de los nimeros como la de
conjuntos no son otra cosa que parte de ella.

Este camino habia sido preparado desde hace algin tiempo, entre
otros y de manera conspicua por las profundas investigaciones de Frege.
Pero ha sido el agudo légico y matemitico B. Russell quien finalmente
y con mayor ¢xito lo ha recorrido. En realidad, podemos considerar que
la conclusién de la gran empresa russelliana de una axiomatizacién de la
Jogica constituye al mismo tiempo la culminacion de la tarea de axioma-
tizaci6n en general.

Sin embargo, los resultados de Russell plantean todavia una nueva
y versatil tarea. Con esto queremos decir lo siguiente. Una reflexién
cutdadosa muestra que el tema de la consistencia en relacién a los
nimeros enteros ¥ los conjuntos no es algo que podamos considerar de
manera aislada, sino que forma parte de una problematica muy amplia,
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de gran contenido terico-cognoscitivo y con caracteristicas matematicas
especificas. Bastars mencionar aqui algunas de esas dificultades para tener
una idea del conjunto de esos problemas en su totalidad. Tenemos, pot
ejemplo, la de la solubilidad de cualquier problema matemdiico; el problema
de la posibilidad ulterior de control de los resultados de una investigacion
matemética; la cuestién de un eriterio para la sencillez de las demostraciones
matematicas; el problema de las relaciones entre contenido concreto [In-
haltlichkeit] v formalismo en las matematicas y la l6gica; y también, por
altimo, el problema de la deadibilidad de un problema matematico por
medio de un nimero finito de operaciones. No podemos darnos por
satisfechos con la axiomatizacién de la légica hasta que no hayamos
comprendido y aclarado en su contexto todos estos problemas.

Entre las dificultades que hemos mencionado, la mas conocida es la
relativa a la decidibilidad por medio de un niimero finito de operaciones.
Es, ademis, la que ha sido con mayor frecuencia objeto de discusiones.
La razén de ello reside en que se trata de un problema que afecta
profundamente la esencia misma del pensamiento matematico.

Me gustaria contribuir a acrecentar el interés por esta cuestidn
mencionando algunos problemas matematicos particulares en los que
desempefia un papel importante.

Como sabemos, en la teorfa de los invariantes algebraicos resulta
valido el principio fundamental de que siempre existe un nimero finito
de invariantes racionales, por medio de los cuales todos los demas pueden
representarse de una manera enteramente racional. La primera prueba
general de esta afirmacion, que yo mismo he presentado, satisface del
todo las exigencias que pudieran plantearse en cuanto a sencillez y
claridad. Sin embargo, resulta imposible modificar esta demostracion a
modo de obtener con ella un limite determinado del ndimero (finito) de
variantes de todo el sistema u ofrecer de plano una representacién
especifica de las mismas. :

Mas bien se hace necesatio introducir ideas completamente distintas,
ademas de nuevos principios, para poner de manifiesto que la especifica-
ciébn de la totalidad del sistema de invariantes requiere simplemente un
niimero finito de operaciones, y que este niimero se encuentra, por debajo
de un cierto limite, sefialado antes de la realizacién de esas operaciones.

Algo parecido ocurre en relacién a un ejemplo tomado de la teoria de
las superficies. Uno de los problemas principales en la geometria de las su-
perficies de cuarto grado es el de determinar ¢l nliimero méximo de ho-
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jas” separadas de que puede consistir una superficie de ese tipo. Lo primero
que tiene que hacerse para la resolucién de este problema es dar una
demostracién de que el nfimero de hojas es finito. Esto puede llevarse a
cabo ficilmente recurriendo a la teoria de funciones. Supongamos, en
efecto, que existe un niimero infinito de hojas. Elijamos ahora un punto en
cada una de las porciones del espacio acotadas por una hoja. Un punto de
acumulacion de la infinidad de puntos elegidos seria de tal tipo de
singularidad que resultaria imposible para una superficie aigebraica.

Este procedimiento, basado en la teoria de las funciones, no conduce
en forma alguna a una cota superior para las hojas de las superficies. Para
ello seria necesaric hacer una reflexién acerca del niimero de puntos de
interseccidn; pero esto nos haria ver que el nimero de las hojas no puede
nunca ser mayor de 12.

El segundo método difiere esencialmente del primero y no puede
aplicarse a este problema, ni modificarse para hacer posible una decisién
en cuanto a s1 realmente existe una superficie del cuarto grado con 12
hojas.

Ahora bien, una forma cuaternaria de cuarto grado posee 33 coefi-
cientes homogéneos. Por lo tanto, podemos representarnos una superficie
determinada de cuarto grado por medic de un punto en ¢l espacio de 34
dimensiones. El grado del discriminante de la forma cuaternaria de
cuarto grado en los coeficientes de 1a misma es 108, De acuerdo con ello,
cuando se iguala a cero, representa una superficie de grado 108 en el
espacio de dimensidon 34, Por otra parte, como los coeficientes del
discriminante son ellos mismos ndmeros enteros definidos, el caracter
topolégico de la superficie de los discriminantes puede determinarse de
manera exacta de conformidad con las reglas comnes para los espacios
de 2 y 3 dimensiones. De este modo, podemos cbtener una informacién
precisa sobre la naturaleza y el significado de cada una de las regiones en
que la superficie de los discriminantes divide al espacio de dimensién 34.

Todas las superficies de cuarto grado representadas por puntos de
las regiones en cuestion poseen el mismo nitmero de hojas, por lo que
resulta posible comprobar por medio de un cilculo finito, aunque

? El términe utilizado por Hilbert es el de Minteln, empleado usualmente para denotar a
las ewbiertas de una superficie, sin embargo, como se vera en el contexto de este problema,

Hilbert se refiere a las componentes irreducibles reales de una superficie que son llamadas
las hojas de la superficie. [N. de Ed.]
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complicado y largo, si existe 0 no una superficie de cuarto grado con »
hojas, n £ 12.

Podemos concluir entonces que este tipo de consideraciones geomé-
tricas constituye una tercera via para el tratamiento del problema acerca
del niimero maximo de hojas de una superficie de cuarto grado, es-
tableciendo al mismo tiernpo la decidibilidad del problema por medio
de un nimero finito de operaciones. Con ello se logra, en principio, un
avance considerable en la resolucién de nuestra problematica, pues ésta

se reduce ahora a algo similar a Ia dificultad de conocer la 10¢ 10" »ésima
cifra del desarrollo decimal de 7, es decir, a algo cuya solubilidad resulta
evidente, pero cuya solucién de hecho se ignora.

Fue necesario un dificil y profundo trabajo de investigacién en
geometria algebraica, llevada a cabo por Rohn para percatarnos de la
imposibilidad de que una superficie de cuarto grado tenga 11 hojas, sin
embargo hay ejemplos de superficies con 10 hojas. Unicamente la
aplicacion de este cuarto método nos permite una solucién completa del
problema’,

Todos estos ejemplos ponen claramente de manifiesto qué tan
diversos pueden ser los métodos de demostracién aplicables a un proble-
ma. Los hemos expuesto aqui con el objeto de hacer hincapié en la
importancia y necesidad de un estudio detallado del concepto mismo de
demostracidn matematica si es que queremos alcanzar una explicacién
plausible de ciertas dificultades, como la de la decibilidad por medio de
un numero finito de operaciones.

Todos los problemas basicos que hemos caracterizado, de entre los
cuales este Ultimo no es sino uno mis, conforman un nuevo e importante
campo de investigacion. Su exploracion y desarrollo requieren esencial-
mente de un estudio a fondo del concepto de demostracidn matematica,
de manera aniloga a como el astrébnomo estd obligado a considerar el
movimiento de su punto de referencia, el fisico a preocuparse por la teoria
de sus instrumentos v el filésofo a hacer una critica de !a razén.

* Este problema forma parte del problema nimero 16 (problema de la topologia de curvas
y superficies algebraicas) planteado por Hilbert en su conferencia en el Congreso Interna-
cional de Matematicas en Paris en 1900. En 1913 K. Rohn analiza parte de este problema
v utiliza el término dewlos [Ovalen] para denotar las hojas “... Aqui se demuestra que una
superficie de cuarto grado puede tener a lo mas diez dvalos y que éstos se encuentran en
una situacion muy especial entre si.” K. Rohn, Marh Ann, 73, 1913, [N. de Ed.}
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Es claro que la realizacién de esta tarea constituye todavia un
problema a resolver en las matematicas.

Para terminar, he aqui expresada en pocas frases nuestra concepcién
general del método axiomaitico.

Todo lo que puede ser objeto del pensamiento cientifico cae, con tal
de que haya alcanzado un cierto grado de madurez que le permita
conformar una teoria, en el terrenc propio del método axiomatico, ¥,
por lo tanto, de manera mediata en el de las matematicas. Penetrar, en el
sentido que hemos indicado, en niveles axiomaticos mis profundos,
significa también alcanzar una visibn mucho mis profunda de la natu-
raleza y la esencia del pensamiento cientifico, y dar un paso significativo
en ¢l proceso de toma de conciencia de la unidad esencial del cono-
cimiento. En virtud de su estrecha relacién con el método axiomatico,
las matematicas parecerian llamadas a ocupar un lugar prommente en la
ciencia en general.



e

- La nueva fundamentacion
de las matematicas

Los fundamentos de las matemiticas han constituido desde hace
mucho tiempo un objeto de investigacidén para autores del mas diverso
tipo. En el curso de tales estudios han pedido surgir y desarrollarse
brillantes ideas ¥ se han alcanzado resultados de gran significacién y
alcance, |

En nuestra opinién, en la actualidad se hace indispensable un
tratamiento mucho mas profundo de los problemas que surgen en esta
esfera del conocimiento. Y si en lo personal nos hemos propuesto llevar
a cabo esta tarea, ello se debe menos a la intencién de reafirmar alguna
teoria matematica particular que a la conviceidn de que ninguna de las
investigaciones realizadas hasta ahora acerca de los fundamentos de las
matematicas ha permitido reconocer realmente un método que haga
posible [a formulacién de las cuestiones atinentes a éstos de manera que
pueda ofrecerse una respuesta univoca a los problemas que los mismos
plantean. Y es esto precisamente lo que para nosotros se presenta como
una exigencia primara.

En otras palabras, en las matematicas no debe haber cuestiones que
den lugar a dudas de principio, en las matematicas no deben tener cabida
las verdades a medias, ni tampoco pueden admitirse verdades de tipo
esencialmente distinto.

De acuerdo con esto y tomando como ejemplo un problema
complicado y lejano, debe ser posible formular el axioma de eleccion de
Zermelo en forma tal que resulte tan valido y confiable como Ia
afirmacidn aritmética de que 2+ 2 =4,

Tenemos la plena confianza de que los fundamentos de las matemati-
cas pueden ser objeto de una clarificacién ¥ un conocimiento plenos,
pero también de que, aunque sumamente complicado, el problema de la
fundamentacién de nuestra disciplina es susceptible de una solucién
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definitiva. En lo -que sigue presentaremos en forma resumida una
descripcién de los medios con los que creemos haber alcanzado ese
objetivo, asi como del sentido que todo esto pueda tener.

Es un hecho que en la actualidad podemos constatar un interés
particular en lo que se refiere a estos problemas. Matematicos de la talla
de Weyl v Brouwer han intentado encontrar una solucion a estas
dificultades, pero la via que han sugerido dista, en nuestra opinidn, de
ser satisfactoria. |

Weyl sostiene, en su critica de las fundamentaciones del concepto
de niimero propuestas hasta zhora, que el procedimiento usual es circular.
Weyl cree descubrir un circulo vicioso en el hecho de que al definir los
niimeros reales se haga uso de segmentos que dependen de la existencia
de nfimeros reales con una cierta propiedad. La situacion que aqui se
presenta pateceria ser la sigutente.

Cuando tomamos como punto de partida la definicién usual de los
niimeros reales como cortaduras de Dedekind, como sucesiones numéri-
cas o como sucesiones fundamentales, lo que a juicio de un matematico
comiin se nos presenta es la coexistencia de distintas perspectivas met6di-
cas. La que Weyl elige ¥ en razon de la cual demuestra la circularidad no
es, sin embargo, una de ellas, sino que pareceria tratarse mas bien de algo
preparado de manera artificial.

Weyl justifica su singular concepcién argumentando que en ella se
preserva el principio de constructividad. Pero es claro que una vez que
habia mostrado la existencia de un circulo vicioso, lo que tenia que hacer
era mas bien reconocer que esa concepcidn, y con ella el principio de
constructividad mismo, resultan inutilizables en la versiébn que nos
presenta y utiliza, reconociendo también que a partir de ese enfoque ¢l
camino hacia el analisis nos esta vedado.

Los enfoques usuales en las matematicas no se apoyan en forma
alguna en el principio de constructividad, pero tampoco son circulares
en el sentido que quiere Weyl. Fundamentalmente son dos los puntos de
vista a considerar.

El primero plantearia algo como esto. Un numero real es una
divisién en segmentos de numeros racionales que posee la propiedad
dedekindiana de las cortaduras. Por supuesto, aqui el concepto de
segmento de niimeros racionales es definido de manera precisa, en lo que
se refiere a su contenido, y delimitado de igual manera en cuanto a su
alcance.
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La objecion que frecuentemente se hace a esta definicién es que el
concepto de segmento de niimeros racionales es esencialmente equiva-
lente al concepto de conjunto, y éste, considerado en toda su generalidad,
conduce, como sabemos, a paradojas.

En caso de que Weyl haga suya en alguna forma esta objecién, lo
primero que tenemos que notar es que el argumento no es conclusivo. La
circunstancia de que el concepto de conjunto no resulte licito y permisible
cuando se le considera en toda su generalidad no excluye la posibilidad de
que el concepto de conjunto de nlimeros enteros sea fundamentalmente
correcto. Y, por lo demas, las paradojas de la teoria de conjuntos no pueden
ser en forma alguna entendidas como una demostracidébn de que el
concepto de conjunto de los nlimeros enteros conduce a contradicciones.
Por el contrario: todas nuestras experiencias matematicas hablan en favor
de la correccion y consistencia de ese concepto. Podria argumentarse, sin
embargo, que los requerimientos de exactitud prevalecientes en las
matematicas no permiten la aceptacion ticita de una suposicidn de ese tipo
en la construccidn de una teoria. En tal caso, tenemos que remitirnos al
segundo de los enfoques mencionados para la fundamentacién del con-
cepto de ntimero y en relacion al cual esta objecidn no resulta valida. Es
decir, tenemos que recurrir al método de fundamentacién axiomitico.
Podemos caracterizar este punto de vista de la manera siguiente,

El continuc de los nlimeros reales es un sistema de objetos vincu-
lados entre si por medio de relaciones definidas, que llamamos axiomas.
En particular, tenemos en este contexto que la definicidén de los nlitmeros
reales mediante cortaduras de Dedekind es reemplazada por los dos
axiomas de continuidad, esto es, por el axioma de Arquimedes y por el
llamado axioma de completud. Las cortaduras de Dedekind pueden
entonces ser usadas para ¢l establecimiento de niimeros reales particu-
lares, sin utilizarse ya para [a definicién del concepto general de nimero
real. Conceptualmente, un nimero real no es otra cosa que un objeto de
nuestro sistema.

La fundamentacién axiomética de la teoria del continuo no se opone
en forma alguna a la intuicion. En realidad, el concepto de magnitud
extendida, tomade de la intuicién, es algo independiente del concepto
de nimero, por lo que la distincidn fundamental que aqui proponemos
entre niimero y extension es perfectamente compatible con aquélla,

El enfoque que hemaos descrito resuita impecable desde un puntc de
vista logico, por lo que el problema que ahora se plantea es el de decidir
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si un sistema de este tipo es viable, es decir, si los axiomas no conducen
a una contradiccion.

Dificilmente encontraremos dentro o fuera de las matematicas una
esfera de la ciencia que haya side objeto de una investigacién maés acuciosa
que el analisis real. El examen y el seguimiento de aquellos principios
deductivos basados en el concepto de conjunto de nimeros ha sido
literalmente llevado a su extremo, sin que en ningln sitio se haya
presentado ni siquiera la sombra de un errer.

Por lo tanto, cuando Weyl cree descubrir una “inestabilidad interna
en los fundamentos sobre los que descansa la construccién misma de ese
sistema” y se preocupa por el “peligro de disolucién que acecha al Estado
que llamamos analisis”, 1o que en realidad ocurre es que ve fantasmas.

En verdad, y a pesar de lo complejo y diverso de las combinaciones
que alli se realizan y de lo refinado de los recursos empleados para ello,
en el analisis tenemos de hecho una seguridad completa en lo que se
refiere a las deducciones, ademas de una unanimidad mas que evidente
en cuanto a los resultados obtenidos.

En consecuencia, resulta plenamente justificada la suposicion de los
axiomas en los que esa seguridad y esa unanimidad se basan. Poner en
tela de juicio esta justificacién equivale a despojar a la ciencia de toda
posibilidad de llevar a cabo las tareas que le son propias. Si la axiomatica
resulta adecuada en alglin lugar, es precisamente aqui.

Por supuesto que con ello se plantea también el problema de dar
una prucba de la consistencia de los axiomas. Se trata, en efecto, de un
problema conocido y que personalmente nos ha ocupado desde hace mas
de 20 afios. La presente comunicacidn se ocupa de la solucion de este
problema.

Lo que Weyl y Brouwer pretenden hacer equivale en principio a
recorrer nuevamente el camino que alguna vez siguiera Kronecker. Es
decir, Weyl y Brouwer intentan offecer una fundamentacion de las
matematicas que echa por la borda todo aquello que les resulta incémodo
v que establece ademis {en el sentido de su predecesor} una serie de
prohibiciones claramente dictatoriales. Pero esto no significa otra cosa
que el desmembramiento, la amputacién arbitraria de nuestra disciplina.
Al seguir a tales reformadores nos exponemos a perder una gran parte de
nuestros mas valiosos conceptos, resultados y métodos. Entre las cosas
que Weyl y Brouwer pretenden proscribir de las matematicas se encuen-
tran los conceptos generales de niimero irracional, de funcién (lo mismo
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que el mas particular de funcién numeérica), los nlimeros cantorianos de
clases superiores, etc. Teoremas como el de que en una totalidad infinita
de nliimeros enteros existe siempre un minimo e inclusive la ley logica
del tercero excluido en afirmaciones como “O bien existe solamente un
nimero finito de nilimeros primos, o bien existe un nitimero infinito de
los mismos” son ejemplos de proposiciones y principios deductivos que
nos estarian prohibidos,

Estamos firmemente convencidos de que asi como Kronecker fracasé
en su intento de eliminar a los nlmeros irracionales (Weyl v Brouwer
todavia nos permiten conservar alglin fragmento de los mismos) sus
seguidores no correran con mejor suerte. Brouwer ciertamente no repre-
senta, como cree Weyl, la revolucion, sino tan sélo una nueva edicién de
un intento de golpe de Estado que se sirve de recursos por demas afiejos,
un golpe de Estado intentado en su tiempo de manera mucho mas
brillante y rigurosa y que, no obstante, fracas6 por completo. Al presente
y con un poder estatal firme y bien pertrechado gracias a las contribucio-
nes de matemiticos de la talia de Frege, Dedekind y Cantor, la nueva
asonada esti condenada desde el principio a correr la misma suerte que
la precedente.

En resumen, st vamos a hablar de una crisis en las matematicas no
podemos afirmar, como hace Weyl, que se trata de una nueva crisis en
nuestra disciplina. El circulo vicioso es algo que Weyl introduce de manera
artificial en el analisis. La descripcién de la supuesta inseguridad que
permea los resultados del analisis no corresponde a ningin hecho real.

En lo que se refiere a las tendencias constructivistas, en las que tanto
Weyl como Brouwer hacen gran énfasis, podemos afirmar que es pre-
cisamente Weyl el que ha errado por completo el camino para la
realizacidn de las mismas. La via axiomatica es, de hecho, [a inica capaz
de hacer justicia a tales tendencias, en la medida en la que tales tendencias
resulten naturales.

El objetivo que nos hemos propuesto es entonces el de dar un
fundamento seguro a las matematicas. Nuestra intencién es devolver a
nuestra disciplina el antiguo prestigio de consistir de verdades indiscu-
tibles, del que las paradojas de la teoria de conjuntos parecieron despo-
jarla. Tenemos la firme conviccion de que esto es realizable v que no
significa ningln tipo de renuncia a sus partes constitutivas. Ef método
adecuado para la realizacidén de estos fines es, por supuesto, el método
axiomatico. Lo esencial de este método se expondra a continuacion.
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Cuando queremos investigar una esfera particular del conocimiento,
lo que hacemos es tratar de darle una base en el menor nimero posible
de principios. Estos principios, a los que [lamamos axiomas, han de ser
tan simples, intuitivos y comprensibles como sea posible. Al hacer esto,
nada nos impide tomar como axiomas proposiciones demostrables o
proposiciones gue pensemos que son susceptibles de prueba. La histona
nos ofrece en verdad evidencia clara de lo adecuzdo de este pro-
cedimiento. |

Recordemos, como ejemplos de lo anterior, el postulado de Legendre
sobre nlimeros primos en la teorfa de los residuos cuadraticos, la conjetura
de Riemann sobre los ceros de la funcion € (s}, el principio de la
existencia de raices en el algebra y, por ltimo, la llamada hipdtesis
ergddica, un principio de cuya prueba estamos todavia muy alejados y que,
no obstante, se ha convertido en fundamento de la mecinica estadistica.

El método axiomatico constituye entonces el recurso irrenunciable
y mas adecuado a nuestro intelecto para cualquier investigacion exacta,
independientemente del sitio en el que ésta se lleve a cabo. La axiemati-
zaci6n es un procedimiento no solo fructiferc, sino impecable desde el
punto de vista I6gico, ademés de garantizar la mds amplia libertad en la
investigac16n cientifica. Proceder de manera axiomatica no significa otra
cosa que pensar conscientemente [mit Bewusstsein denken].

Por supuesto, todo esto también ocurria antes, sin el método axioma-
tico. Pero tenia lugar de una manera ingenua, por lo que ciertas relaciones
adquirian el caracter de dogmas. La axiomatizacidbn nos libera de esa
ingenuidad, pero nos permite disfrutar atin de los beneficios de la creencia.

Hay algo aqui, sin embargo, que es mucho mis importante. Pre-
cisamente gracias al desarrollo que expenimenta bajo nuestra concepcidn
el método axiomaitico, estamos en condiciones de apreciar la manera en
la que éste nos permite alcanzar la maxima claridad acerca del papel que
juegan los principios deductivos en las matemaéticas.

Como ya hemos mencionado, no podemos tener nunca la plena
seguridad de que los axiomas elegidos son consistentes, si no hemos dado
todavia una demostracion explicita de este hecho. La axiomatica nos
obliga entonces a adoptar una posicidén en lo que se refiere a este complejo
problema epistemolégico.

En muchos casos resulta posible ofrecer una demostracion de la
consistencia de los axiomas. Esto ocurre, por ejemplo, en la geometria,
en la termodinimica, en la teoria de la radiacidn, asi como en otras
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disciplinas fisicas. Pero en todas ellas lo que se hace es remitir el problema
a la consistencia de los axiomas del anilisis. La consistencia de éstos
constituye todavia un problema abierto en las matematicas. En realidad,
hasta ahora han sido mas bien escasos los intentos serios de establecer la
consistencia de los axiomas de la teoria de los niimeros, del anélisis o de
la teoria de conjuntos,

A Kronecker se debe la famosa afirmacion de que Dios cre6 los
niimeros enteros y el resto es obra de los hombres. De acuerdo con esto,
quien bien puede ser considerado como el dictador por antonomasia en las
matematicas proscribié todo lo que no se presentaba como nimero entero.
Una extension de sus reflexiones acerca de los niimeros enteros era algo
que, en consecuencia, se alejaba de sus intereses personales y de su escuela.

Poincaré, por su parte, se encuentra de antemano convencido de la
imposibilidad de dar una demostracién de [a consistencia de los axiomas
de la aritmética. En su opinidn, el principio de induccién completa no
es sino una propiedad de nuestro espiritu; es decir, en el lenguaje de
Kronecker, algo creado por Dios mismo'. Su objecion acerca de la
imposibilidad de demostrar ese principio de otra manera que recurriendo
a la induccidén completa misma es injustificada y es, de hecho, refutada
por nuestra teoria.

En la filosofia si ha sido reconocida la importancia del problema de
[a consistencia de los axiomas de un sisterna, Sin embargo, en la literatura
existente al respecto no hemos logrado encontrar ninguna exigencia clara
de solucion de este problema en un sentido matematico. Por el contrario,
[os viejos esfuerzos por fundamentar la teoria de los niimeros y el analisis
en la teoria de conjuntos y ésta en la ldgica tocan el nicleo mismo de
toda esta problematica.

Tanto Frege como Dedekind han intentado ofrecer una fundamen-
tacidon de la teoria de los nlimeros, recurriendo exclusivamente a la [6gica
pura el primero, y apoyandose en la teoria de conjuntos en tanto parte
de esta tiltima el segundo. Sin embargo, ninguno de ellos ha conseguido
llevar a feliz término sus objetivos originales. En Frege tenemos una serie
de construcciones de conceptos de uso corriente en la légica que son
aplicados sin la debida precaucién en las matemdticas. Frege considera,
por ejemplo, que la extension de un concepto es algo dado sin mas, de

! CF. “Les mathématiques et 1a logique®, en Rew. Met. et Mor. 14, 1906 pp. 21-22. [N. de T.]



44 David Hilbert

tal manera que puede tomarse, a su vez, sin restricciones, COmo Un nuevo
objeto. En cierto sentido, podemos decir que su error consiste en incurrir
en un realismo conceptual extremo.

Algo parecido le ocutrre a Dedekind. Su error, ya clasico, consiste en
tomar como punto de partida el sistema de todos los objetos. Y no
obstante lo agudo que pudiera parecernos su brillante idea de tomar al
infinito mismo como fundamento del nimerc finito, en la actualidad
se reconoce generalmente la imposibilidad de este proyecto (entre otras
razones debido a los argumentos que se mencionan mas abajo).

A pesar de todas estas dificultades, los trabajos de Frege y Dedekind
son de un inmenso valor. Ciertamente a ellos se debe el inicio de la critica
moderna del anilisis, continuada mas adelante por pensadores como
Cantor, Zermelo y Russell. Esta critica no “desemboca”, como quiere
Weyl, “en el caos y el vacio”, stno mas bien, por una parte, en teorias
{particularmente las de Zermelo y Russell) de gran profundidad y que se
encuentran provistas de una base axiomatica y, por la otra, en un
desarrollo 1déneo del llamado calculo 16gico, cuyas ideas se han conver-
tido con el tiempo en un instrumento absolutamente imprescindible para
la investigacidn légico-matematica.

Este seria, en nuestra opinién, el panorama que actualmente presen-
tan los fundamentos de las matematicas. De acuerde con ello, la conclu-
s16n satisfactoria de las investigaciones relativas a los mismos es algo que
sélo puede lograrse con la solucidn del problema de la consistencia de
los axiomas del analisis. Al ofrecer una demostracién de este tipo,
estartamos constatando al mismo tiémpo el caracter indubitable y
definitivo de los teoremas matemiticos, un hecho que por su naturaleza
filosofica general resulta de gran interés y significacién.

Ocupémonos entonces de la solucion de este problema.

Como hemos visto, el manejo abstracto de las extensiones de
conceptos v de los contenidos ha mostrado ser no sélo insuficiente, sino
también bastante inseguro. Mis bien, lo que se hace necesario como
medida previa a la aplicacién de inferencias y operaciones 16gicas es la
existencia en la representacién [Vorstellung], como algo dado, de crertos

.objetos extralégicos discretos, intuttivamente presentes antes de cualquier
pensamiento como vivencia inmediata,

~ Si la inferencia logica ha de tener la seguridad que deseamos, estos
objetos deben ser susceptibles de una visién global y completa de todas
sus partes, y su postulacién, distincion y sucesiéon deben presentarse ante
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nosotros de 1nmediato con los objetos mismos de manera intuitiva, como
algo 1rreductible.

En este enfoque, en clara y explicita oposicién a Frege y Dedekind,
son los sigrnos mismos los objetos de la teoria de los nimeros. Entendemos
aqui por signo algo cuya forma es independiente del espacio y del iempo,
asi como de las condiciones especiales en las que se produce, de las
variaciones insignificantes en su trazado y que, en general y de manera
segura, puede ser identificado®. El enfoque que consideramos adecuado
¥ necesario para la fundamentacidén no sélo de las matematicas puras,
sino en general de todo el pensamiento, la comprension y la comunica-
c16n cientificas, puede entonces expresarse en una frase diciendo: en un
principio era ¢l signo.

Una vez provistos de estas 1deas filosoficas, podemos pasar a ocupar-
nos de la teoria elemental de los nimeros. Preguntémonos, en primer
lugar, si (v en qué medida) la teoria de los niimeros puede erigirse sobre
la base puramente intuitiva de los signos concretos. Comencemos enton-
ces por la definicién de niimero.

El signo 1 es un ndmero.

Un signo que comienza y termina con 1, de modo gue siempre que
el signo 1 aparezca antes del final sea seguido de +, y siempre que
tengamos + le siga 1 es también un niimero,

De acuerdo con [o antenor, los signos

1+1
1+1+1

son nimeros.

Estos numerales o signos numeéricos [Zahlzeichen] son, en realidad,
numeros y constituyen enteramente a éstos, convirtiéndose ahora ellos
mismos en objeto de nuestro estudio. Pero los numerales carecen por
completo de cualquier otro significado fuera de éste,

Aparte de estos signos, nos serviremos de otros que si tienen un
significado y poseen una funcién comunicativa. Del signo 2, por ejemplo,
como una abreviaturade 1 + 1, de 3 enlugarde 1 + 1 + 1, etc. Ademas

2 v = - - ] . -
En este sentido, llamaremos “el mismo signo™ a aguellos signos que tengan a misma
forma.
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de éstos, usaremos los signos = y > que resultan de utilidad para la
comunicacién de afirmaciones, De esta manera, 7.gr.

2+3=3+2

no es una férmula’, sino que tiene solamente [a funcién de comunicar
(tomando en cuenta las abreviaturas que hemos introducido) que 2 + 3
v 3+2 son, en realidad, unoc y e mismo signo, esto es,
I1+1+1+1+1.Tampoco

3>2

es una formula, sino que sirve exclusivamente para comunicar el hecho
de que el signo 3, estoes, 1 + 1 + 1 es mas extenso que el signo 2, es decir,
que 1l + 1,0 lo que es lo mismo, que este tltimo es un segmento de aquél.

Para los fines de la comunicacién utilizaremos también las letras
minusculas gdticas 8, b, t como numerales. b > & no es entonces una
férmula, sino tan s6lo la comunicacién de que el numeral b es mas
extenso que el numeral a. Desde este perspectiva, a + b = b 4+ a no seria
tampoco otra cosa que la comunicacidn de que el numeral a+h es el
mismo que b+ a. La exactitud concreta de esta comunicacidén puede
comprobarse facilmente como sigue. Supongamos (como parece licito
hacer) que b > a, es decir, que el numeral b es mas extenso que a. En ese
caso, b puede analizarse como a+t, donde t tiene la funcidbn de
comunicar un numero. Tenemos entonces que demostrar que
Aa+a+r=a+r+a, esto es, que a+a+t es el mismo numeral que
a4+ t+ a. Pero es precisamente esto lo que ocurre, s1 es que A+t es el
mismo signo que ¢+ d; esdecir, sia+ t=c+a.

Con ello hemos prescindido, en relacién a la comunicacién original,
de por lo menos un 1 (gracias a la separacién de a). Este procedimiento
de separacion puede continuarse hasta que los sumandos a intercambiar
coincidan, Como todo numeral, & esta conformado por los signos 1 y
+ y puede también descomponerse por separacion y cancelacion de los
signos ndividuales.

En una teoria de los nimeros de este tipo no hay, por supuesto
ningin axioma, ni tampoco son posibles las contradicciones. Lo que

* Como Bernays observa, Hilbert requiere aqui de fa palabra “formula™ en su sentido estrecho,
esto es, para referirse a las formulas de la matemética formalizada. Asi como se habla de signos
con significado, puede también hablarse de f6rmulas con significado. [N. de T.]
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tenemos son signos concretos como objetos, signos con los que operamos
y sobre los que hacemos afirmaciones concretas. En lo que se refiere a la
prueba de 8+ b =b+a que acabamos de oftecer, es necesario hacer
especial hincapié en que esa demostracién no es otra cosa que un
procedimiento basado enteramente en la composicién y descomposicidn
de los numerales y que difiere esencialmente del principio de induccién
matematica completa o inferencia de # a #» + 1, de fundamental impor-
tancia para la aritmética superior.

Como veremos mas adelante, la induccién matematica completa es
un principio formal de mayor alcance, un principio de nivel superior
que a su vez requiere (y es susceptible) de una demostracién.

Es seguro que el enfoque intuitive y concreto que acabamos de
describir y utilizar nos permite avanzar considerablemente en la teoria
de los nitmeros. Pero es también evidente que resulta imposible construir
de esta manera la totalidad de fas matematicas. Ya en el paso a la aritmética
superior y al algebra, por ejemplo, esto es, cuando queremos hacer
afirmaciones sobre un niimero infinito de niimeros o de funciones, este
procedimiento concreto resulta del todo insuficiente. La razén de ello es
que no podemos escribir numerales o abreviaturas para un niimero
infinito de nlimeros. De no tener presente esta dificultad, incurririamos
de inmediato en toda la serie de absurdos que con toda razén Frege ha
criticado en examen de las distintas definiciones de los nlimeros irracio-
nales que tradicionalmente se han presentado.

Pero tampoco el analisis puede ser construido por este método. Para
esta construccton se requiere de formulas reales, de formulas propiamente
dichas, por lo que las comunicaciones concretas, tal y como éstas se
aplican en la teoria elemental de los niimeros, no bastan para dar cuenta
del fundamento del mismo.

Sin embargo, podemos adoptar una perspectiva similar si nos
ubicamos en un nivel superior de observacidén. En éste, los axiomas, las
formulas y las demostraciones de una teoria matemitica constituyen
propiamente ¢l objeto de una investigacidbn concreta. Para este fin
debemos reemplazar las argumentaciones concretas normales en una
teoria matematica por formulas y reglas, representarlas por medio de
formalismos. Es decir, es necesario llevar a cabo una formalizacién
estricta de la totalidad de la teoria matematica que incluya sus demostra-
ciones, de tal manera que tanto las inferencias como la construccién de
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conceptos en ella sean integrados, siguiendo el modelo del calculo
[6gico-matemdtico, como elementos formales al edificio matematico.

Los axiomas, las formulas y las demostraciones de que este edificio
formal consiste son precisamente lo que antes, en la construccion de la
teorfa elemental de los nlimeros que hemos descrito, eran los numerales.
Es precisamente a partir de aqui, al igual que ocurre con los numerales
en la teoria de niimeros, que podemos efectuar consideraciones concretas,
esto es, poner en practica el pensamiento real,

Los argumentos y las consideraciones concretas que, por supuesto,
no son nunca del todo prescindibles, son trasladados a otro sitio, a un
nivel superior. Con ello se hace posible en las matematicas trazar una
linea de demarcacidén estricta vy sistemdtica entre las formulas y las
demostraciones formales, por una parte, y los argumentos y considera-
ciones concretas, por la otra.

En lo que sigue, intentaremos mostrar como es que estas ideas
pueden ser llevadasa la prictica de manera estricta e irreprochable. Como
es claro, con ello habremos resuelto también nuestro problema onginal,
esto es, el problema de ofrecer una demostracion de la consistencia de
los axiomas de la aritmeética v el anélisis.

Para la teoria concreta [inhaltlich-konkret] de los nimeros resultan
suficientes, como hemos visto, los signos 1 y +. Para la obtencion de la
totalidad de las matematicas introduciremos distintos tipos de signos.

1. Signos individuales (generalmente letras griegas)

1. 1, + {constituyentes de los numerales)

2. @(*),y(*),c(*,*)d(*,*),u(*,*)
(funciones de individuos con un lugar vacio, funciones de
funciones de individuos)

3. = (igualdad), # {desigualdad), > {mayor que}

(signos matematicos)

4, Z (ser un nlimero), @ (ser una funcion)

— ("“implicacidén”, un signo logico)

() {cuantificacidn universal)

o
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II.  Vartables (letras latinas)

1. a,b,c,d,p,q,r,s,t(variables primitivas)

2. f(*),g(*)(vaniables funcionales, variables de funcién
de funcidn)

3. A,B,C,D,S,T,U,V, W(vanables para f6rmulas)

1L Signos para la comunicacion (letras goticas)

1. a,b,r, f(functonales)
2. 4,8,C, 8,8 T (fobrmulas).

Aclaremos antes que nada el manejo de estos signos.

Los signos yuxtapuestos forman una cadena [Zeile]*; un complejo de
cadenas se llama figura.

Los signos individuales (I} y las variables (II) son los {inicos que
forman parte del calculo y que constituyen la estructura formal propia-
mente dicha. Los signos de la ultma clase (III) sirven inicamente para
ia comunicacién al argumentar, asi como para consideraciones concretas
de cualquier tipo.

Seguiremos aqui la costumbre de utilizar siempre letras griegas para
signos individuales (I), latinas para las variables (II} y goticas para los
signos de comunicacion {III).

Los signos para la comunicacién (III) se utilizan en ocasiones,
provisionalmente, como sigros de abreviacion. Por supuesto, un signo de
abreviacién no es mas gue un SigNO guUe Sirve para una escritura
condensada y que denota [bedeutet] otro signo definido. Debemos tener
slempre presente, sin embargo, que la introduccién de signos de abre-
viaci6n en la construccién de las matematicas es algo prescindible en
principio. En realidad, los signos de la clase (III) resultan necesarios
Gnicamente para la comunicacién en un sentido estricto, es decir, en la
operacion concreta de las demostraciones formales.

Una fundonal es ya sea un numeral, una vartable primitiva, una
funcién individual o una funcidn variable [variable Funktion] cuyos
lugares libres han sido Ilenados con numerales, variables primitivas o

7 Literalmente: una hilesa. [N. de T.]
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funciones’. Liamamos tambien funcional a una funcién de funcién
individual o variable con lugares llenos. Una funcional puede siempre,
ella misma, ser colocada en el lugar libre correspondiente. Si los lugares
de una funcién o de una funcién de funcién se han llenado en su
totalidad con funcionales, Ia cadena resultante es nuevamente una
funcional. Asi, una funcional es siempre un signo complejo formado por
signos de 1.1, 1.2, IL1 y 112, pero que no contiene signos de las clases
1.3-1.6, n1 IL.3.

$i a ambos lados del signo = & del signo # colocamos una funcional,
la cadena que se obtiene se llama frmula clemental [Primformel]. Se
obtiene también una formula de este tipo cuando en el lugar del signo
Z se coloca una funcional. En general, si @ y b denotan funcionales,

a="h
a#h
Z(a)

son también férmulas elementales,

Si 2 ambos lados del signo I6gico de implicacidén colocamos una
formula elemental o una formula variable {I1.3), cbtenemos una formwla
de implicacion. Si a cada lado del signo de implicacion escribimos una
formula elemental, variable o de implicacion, la cadena que se obtiene es
tarnbién una fBrmuia. En general,

Ao

es una formula si @ y B son férmulas variables o formulas que previa-
mente habian sido obtenidas.

A ciertas férmulas que sirven como cimiento del edificio formal de
las matematicas se les conoce como aviomas.

El manejo de los axiomas debera sujetarse a las siguientes reglas.

Los signos individuales no pueden ser objeto de un reemplazo; las
variables primitivas pueden ser reemplazadas por cualquier funcional®,

> Seglin Bernays, todas estas estipulaciones pueden precisarse con ayuda del concepto de
especie [Gattung]. En tal caso, todo lugar debe referirse a una especie determinada. {N. de T ]

Bernays observa aqui que este seria el punto en el que habria que introducir la regla de
sustitucidn para las variables de formulas [Formelvariablen]. Cfz. D. Hilbert y P. Bernays,
Grundlagen der Matbematik, 1, 4, pp. 89 1. y 98. [N. de T]
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El uso de paréntesis es comin, esto es, para separar partes de signos,
para indicar lugares libres, para seguridad y univocidad en la sustitucidén
de cadenas.

El signo de cuantificacidén universal, un paréntesis izquierdo y uno
derecho con una variable entre ambos, 1.6, es también un signo 16gico.
El segmento de formula que sigue al cuantificador y que, en general,
contiene esa variable se delimita por medio de un paréntesis espectal que
indica claramente el alcance del cuantificador.

Para el signo de cuantificacién deberan observarse las siguientes reglas.

Una variable en una férmula se encuentra Jibre si no se encuentra en
un signo de cuantificacidn en esa fdrmula. Podemos siempre anteponer
a una formula un signo de cuantificacién con una vanable libre; Ia
totalidad de esa férmula constituye entonces el alcance de ese cuantifi-
cador. Por el contrario, podemos prescindir de un signo de cuantificacién
cuyo alcance es el resto de la férmula.

Una variable que se encuentra dentro de un signo de cuantificacion
puede ser reemplazada en ese sitio y en la f6rmula afectada por ese
cuantificador por cualquier otra variable que no aparezca en esa férmula.

Dos signos de cuantificacidn yuxtapuestos y con el mismo alcance
pueden intercambiarse entre si.

S1
(B)(A->B(8))

es parte de una formula y en @ no aparece la variable 4, entonces { &)
puede colocarse después del signo —» , obteniéndose

A>(s)B(5).

Ahora mostraremos como pueden obtenerse los teoremas relativos
a las operaciones elementales a partir de este nuevo enfoque formal. Para
este fin, necesitamos de una lista de axiomas.

1. a=a

2. 14+(a+1)=(1+a)+1,
3. a=b—oa+1=0b+1,

4, a+1=b+1—>a=¢,

5. a=c—>(b=c—>a=5).

y del esquema de inferencia
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;-]
$->T.

T

Las demostraciones formales para las ecuaciones numeéricas pueden
entonces realizarse como en el ejemplo que a continuacidén ofrecemos.
Del axioma 1 obtenemos por sustitucién

1=1,

y también, utilizando las abreviaturas 2 para 1+1 y 3 para 2+1

xo 2=12
;
(2) 3=3.

A partir del axioma 2 resulta por sustitucion

1+(1+1)=(1+1)+1,

o sea,

1+42=2+1,
0, equivalentemente;
3) 1+2=3

Con el axioma 5 llegamos también a
3=3(1+2=3>33=1+2),
y al esquema
1+2=3-33=1+2,
y, finalmente, por (3} y el esquema de inferencia, a

I=1+2.

Con ello queda establecido el caracter demostrable de esta férmula
a partir de nuestros axiomas.

Los axiomas de que disponemos son insuficientes para obtener todas
las férmulas que necesitamos. Se abre entonces la posibilidad de afiadir
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otros axiomas a nuestra lista para lograr este objetivo. Antes de esto, es
necesario explicitar lo que es una demostracion, asi como establecer
indicaciones precisas acerca del uso de los axiomas.

Una demostracion es una figura que se presenta ante nosotros de
manera intuitiva. Una demostracidn consta de inferencias justificadas
por el esquema

2
$->T,
T

donde cada una de las premisas, esto es, de las formulas & y $ > T es
un axioma (es decir, se obtuvo directamente de un axioma por susti-
tucién) o coincide con la firmula final de una 1nferencia previa en la
demostracidn, o bien resulta de una formula finzal por sustitucion.

Una férmula es demostradle st es un axioma, se obtiene de un axioma
por sustitucién, es la férmula final de una demostracién o resulta de una
férmula fin-* de una demostracién por sustitucion.

Esto im, lica que tenemos que entender el concepto de demostrabili-
dad como algo relativo al sistema axiomatico que se tome como base.
Pero este relativismo resulta, en realidad, bastante natural y, ademas,
necesario. Tomarlo asi no perjudica en forma alguna, pues el sistema se
extiende constantemente v la construccidén formal resulta cada vez mis
completa, en consonancia con la tendencia constructivista que nos hemos
propuesto,

Hemos dicho ya que para realizar nuestros objetivos tenemos que
hacer de las demostraciones mismas ¢l objeto de nuestra investigacion.
Nos vemos asi obligados a desarrrollar una teorfa de la demostracion, cuya
materia de estudio la constituye el manejo y la operacion de las demostra-
C10n1es MISmas.

Para la teoria intuitiva y concreta [konkret-anschaulich] de los
nimeros que hemos expuesto antes son los nitmeros los que constituyen
lo objetivo y ostensivo, mientras que las demostraciones de los teoremas
numeéricos caen va en el dmbito del pensamiento [gedanklich]. En nuestra
investigacién presente, la demostracion misma se convierte en algo
concreto y ostensivo, las consideraciones y la argumentacién concretas
no tienen lugar sino a partir de la demostracion. Asi como el fisico
examina sus aparatos, el astrénomo su punto de referencia y el filésofo
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lleva a cabo una critica de la razdn, también el matematico se ve obligado
a asegurar sus teoremas, y para ello requiere de una teorfa de la de-
mostracion.

Recordemos que nuestro objetivo primario es ofrecer una prueba de
consistencia. En realidad, desde nuestro punto de vista actual este
problema carece, en rigor, de sentido, puesto gue lo fnico de que
disponemos son formulas “demostrables” que, de cierta manera, equiva-
len exclusivamente a afirmaciones positivas, por lo que no pueden nunca
dar lugar a una contradiccion. Podriamos aceptar, aparte de 1=1,
1=1+1 como férmula, con tal de que ésta se estableciera como una
férmula demostrable por medio de las reglas de inferencia.

Ahora bien, si nuestro formalismo ha de constituir un verdadero
sustituto para la teoria real original (que consistia de inferencias y
afirmaciones), también una contradiccién concreta debe tener su contra-
parte formal. Para que esto sea asi, debemos aceptar, ademas de la
igualdad, la desigualdad. Y como ocurria con aquélla, ésta debe ser
tomada en clerto sentido como un enunciado positivo e introducirse por
medio del signo #, anadiendo nuevos axiomas.

Por supuesto estos axiomas se sujetarn a las reglas que para ellos
hemos introducido anteriormente. Podemos decir ahora que un sistema
axiomatico es consistente s en él no podemos nunca obtener como
férmulas demostrables

a=hya=b,
donde 3 y b son funcionales.
Tomando esto en cuenta, introducimos ahora un nuevo axioma
6. a+1#1,

prescindiendo al mismo tiempo, ¢n aras de la sencillez, del axioma 2.
El primer paso que tenemos entonces que dar para establecer el
resultado de consistencia que nos interesa para nuestra nueva teoria de
la demostracién consiste en probar el sigulente teorema.
Fi sistema axiomdiico que consta de

l. a=a
3. g=bo>a+1l=5b+1,

4, g+ 1=b+1>a=68,
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5. a=c—>(b=c—>a=Fk),
6, a+1#1,

COMMO AXIOMAS es consistente.

La demostracién consta de varios pasos.

LEMA. Una férmula demostrable puede contener ¢l signo —» dos
veces Como maxime.

Supongamos que se nos presenta una demostracidn de una formula
en la que — aparece mas de dos veces. Existe entonces en nuestra prueba
una primera férmula con esta propiedad, no existiendo una férmula
anterior a la misma que contenga ese signo més de dos ocasiones. Ahora
bien, esta formula no pudo obtenerse por sustitucién en un axioma, puesto
que lo tinico que puede ponerse en lugar de a, 4, ¢ son funcionales que no
involucran el signo de implicacién — . Pero tampoco pudo haberse
obtenido como férmula final T de una inferencia. De ser asi, la segunda
premisa de tal inferencia tendria que haber sido & — Ty en ésta, el signo
—> apareceria mas de dos ocasiones, lo que contradiria la descripcion de €.

Demostremos también el siguiente

LEMA. Una formula @ = b es demostrabie sélo si a y b son el mismo
$1gN0.

Distinguiremos nuevamente los dos casos posibles. En el primero,
la féormula se obtiene directamente por sustitucidn en un axioma. El
inico principio de este tipo que pudo haberse utilizado es el axioma I,
en cuyo caso el lema resulta evidente.

Supongamos ahora que se nos presenta una demostracidén con
a = b como férmula final y que a y b no son el mismo signo. Supongamos,
ademas, que anteriormente en la misma demostracién no aparece otra
formula con esta propiedad. a = b tendria que coinaidir con T, mientras
que $ tendria que ser una férmula demostrable. L.a segunda premisa debe
tener entonces la forma

(4) $>a=h,

Esta formula tendria que haberse obtenido o bien por sustitucién
en un axioma, o como férmula final de una demostracion. En el primer
caso, los axiomas 3 y 4 serian los iinicos que podrian haber intervenido.
S1 el axioma utilizado es el 3, @ tendria que ser de la formaa’'+ 1ybde
laformabd' + 1, al tiempo que & tendria que ser la férmulaa’ =b' . Sin
embargo, st 47 y b’ son los mismos signos, lo mismo debe ocurrir con
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3y b (en contradiccién con lo que habiamos supueste). S1a’ y b’ no
fueran el mismo signo, entonces &, esto esa’ = b’ serfa una férmula que
apareceria en la demostracién antes que T v tendrfa la propiedad que
caracterizaba a ésta tltima, lo que es imposible,

31 el axioma utilizado fue el 4, la férmula % tendria que ser de la
forma a+ 1=b+1, en la que no podrian aparecer a ambos lados del
signo de igualdad los mismos signos. Pero, nuevamente, esto es imposible
debido a que & aparece primero en la demostracion.

La Gnica posibilidad que resta es que (4) sea la formula final de una
demostracién cuya (iltima inferencia es de la forma

(L2
B> (H—oa=h)

& —oa=1h

Examinemos el origen de su segunda premisa, esto es, de
(5) H>(HBo>a=h).

St esta férmula se hubiera obtenido por sustitucién en un axioma,
el tnico en cuestidn seria el axioma 5, por lo que & tendria que ser de la
forma b=ty ® de la forma a=t. Si t es lo mismo que b, @ no podria
ser stno @=10, por lo que esta formula tendria que aparecer en la
demostracién en un lugar previo al que hemos supuesto.

St no es igual a b, entonces la férmula b = ¢ tiene la propiedad que
habiamos supuesto originalmente para T y aparece, ademds, antes que
ésta en la demostracién.

Por lo tanto, la Winica posibilidad que nos queda es que (5) sea la
férmula final de una inferencia. Pero entonces la segunda de las premisas
que interviene en ella debe ser una fdrmula en !a que aparece por lo menos
en tres ocasiones el signo de implicacién, lo que signfica, de acuerdo con
el lema anterior, que esta formula no es demostrable,

Con ello hemos establecido también el segundo de nuestros lemas.

Dijimos antes que un sistema axiomatico es consistente si en | no
es posible demostrar a la vez

H:fl)’ﬂ#h.

Ahora bien, como segln nuestros lemas, @ = b es un teorema sélo si
a y b son el mismo signo, la demostracidn de la consistencia de nuestros
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axiomas equivale a mostrar que a partir de ellos no podremos nunca
obtener como teorema, como férmula demostrable, una formula de la
forma

(6) a#a

Para hacer ver esto procederemos como sigue. Para obtener direc-
tamente por sustitucién en los axiomas una férmula de la forma (6) (que
contiene el signo #), seria necesario hacer uso del axioma 6. Pero toda
formula que resulte a partir de este principio por sustitucion es siempre
de 1a forma

a'+1#1,

donde ciettamente 8’ + 1 no es el mismo signo que 1.
Por otra parte, si (6) se presentara como la férmula final de una
inferencia, la segunda premisa de la misma tendria que ser de la forma

(7 S->a+a

(7) no pudo haberse obtenido directamente por sustitucién en un
axioma, es decir, necesartamente debid ser obtenida por medio de una
inferencia. La segunda premisa de ésta seria entonces

To(®H—>azxa),

una férmula que, por razones similares, debe surgir de una inferencia
cuya segunda premisa es necesariamente de la forma

U (TH{(Sdo>axa)).

Esta férmula no es demostrable de acuerdo con nuestro primer lema.
Pero ello implica también la imposibilidad de que {6) sea un teorema. Esto
completa Ia demostracién de la consistencia del sistema constituido por los
axiomas

a=d
1+(a+1)=(1+a)+1,
a=b—a+1=b+1,
a+1l=b+1->a=b,

a=c—>(b=c—>a=£t),

AN G o o b

a+1#1.
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Hasta ahora no hemos introducido ningln signo 16gico aparte de
— . En particular, hemos tenido especial cuidado en evitar la formali-
zacién de la operacion 16gica de la negacién. Esta es una caracteristica de
nuestra teoria de la demostracién, La dnica equivalencia formal para la
negacion esta representada por el signo # . En cierto sentido, su introduc-
cion hace posible una expresién y un tratamiento positivos de la desigual-
dad, en analogia con la igualdad, cuya contraparte, en realidad, representa.

Desde el punte de vista concreto, la negacidn se utiliza exclusi-
vamente en la prueba de la consistencia del sistema y, de hecho, solamente
en la medida en que coincide con nuestra concepcién basica. Ello pondria
de manifiesto que nuestra teoria de la demostracién tiene también
importantes consecuencias epistemolégicas, al permitirnos una visién
mas profunda del significado y la naturaleza de la negacién.

El coneepto todos, como un concepto lgico, esti presente en nuestra
teoria en virtud tanto de las variables que en ella existen como de las
reglas que hemos estipulado para su operacién y la del cuantificador.

Una nocidn légica que atin tiene que ser formalizada es la de existe.
Como es bien sabido, en la ldgica formal este concepto se expresa
recurriendo a la negacidn y a la idea de totalidad (“todos™). Como nuestra
teoria carece de una representacién directa de la negacién, la formali-
zacion de existencia, “existe”, se logra introduciendo signos de funcién
individuales por medic de una especie de definicién implicita, esto es,
produciendo realmente, por asi decirlo, “lo que existe”. El ejemplo mas
sencillo de ello es el siguiente.

Para expresar la proposicién:

51 8 no es igual a 1, exfste un niimero anterior a a,

Introducimos como signo individual el signo de funcién 8 { * ) de
un lugar y afiadimos como otro de nuestros axiomas la férmula

7. a#zl1>oa=58(a)+1.

Es posible demostrar nuevamente, aunque aqui sélo nos limitaremos
a mencionarlo, recurriendo a una argumentacién concreta, que el sistema
de los axiomas 1-7 es consistente.

Aunque las reflexiones que hemos expuesto constituyen apenas la
parte més elemental de la teoria de la demostracion, la tendencia general

7 GF. el articulo “Acerca del concepto de niimero” [Cap. I del presente volumen].
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de la misma, es decir, la direccién en la que ha de buscarse una nueva
fundamentacién de las matematicas es bastante clara. Es importante, sin
embargo, destacar dos puntos.

Primero. Todo aquello que hasta ahora ha constituido a las matemati-
cas reales se convierte en objeto de una formalizacién estricta; las
matemdticas reales, esto es, las matematicas en un sentido estricto, se
convierten de esa manera en un conjunto de férmulas demostrables.

Las férmulas de este conjunto se distinguen de las formulas usuales
de las matemaiticas solamente por el hecho de que, ademas de los signos
matematicos, contienen el signo —», el cuantificador universal y los
signos para enunciados.

Esto corresponde a una idea que hemos venido sosteniendo desde
hace mucho tiempo. En otras palabras, debido al estrecho vinculo y al
caracter indisoluble de las verdades aritméticas y 16gicas resulta necesario
flevar a cabo una construccién simultinea de la aritmética y de la l6gica
formal.

Segundo. A esta maternética real debe afiadirse una nueva matematica,
una metamatemdtica, cuya funcibn es asegurar a la primera, protegiéndola
tanto del terror de las prohibiciones innecesarias como de la preocu-
pacidn de las paradojas. En contraposicién a los principios deductivos
puramente formales de las matematicas reales, en la metamatematica se
utiliza la inferencia concreta, por ejemplo, para el establecimiento de la
consistencia de los axiomas.

De acuerdo con esto, el desarrollo de las matemdticas tiene lugar
mediante la alternacién constante de dos niveles. En primer término,
obteniendo nuevos feoremas, esto es, nuevas férmulas demostrables a
partir de los axiomas, por medio de la inferencia formal; en segundo,
afiadiendo nuevos axiomas junto con la prueba de su consistencia
mediante una argumentacién concreta.

Ocupémonos zhora de ofrecer una nueva fundamentacién de las
matematicas que sea acorde tanto a los principios que hemos establecido
como a las tendencias que hemos caracterizado.

Nuestro conjunto de axiomas ha estado constituido hasta ahora
solamente por los axiomas 1-7. Todos estos principios son de caracter
puramente aritmético. Sin embargo, los teoremas que resultan de ellos
no ofrecen todavia un fundamento suficiente para la teoria de los
nitmeros reales y, de hecho, constituyen tan sélo una pequefia porcidn
de las matematicas.
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Recordemos que en los axiomas 1-7 Gnicamente aparecen variables
primitivas, esto es, letras latinas mintusculas sin lugares vacios. Pero la
fundamentacion de a aritmética requiere de una serie de axiomas con
variables relativas a férmulas —letras latinas mayGsculas. Teniendo esto
en mente, introduciremos en primer lugar los otros axiomas aritméticos,
cada uno con una vanable relativa a f6rmulas,

Axioma de la igualdad matemdtica
8. a=b—>(A(a)—2A(F)).

Axioma de la induccion completa
9. (a)(A(a)—>A(a+1))
—>{A(1)>(Z(8)>A(5))}

Ademais de 8 y 9 necesitamos los axtomas correspondientes a los
principios deductivos l6gicos. Los axiomas 10-13 que ahora introducire-
mos tienen precisamente esa funcion.

Axioma de la inferencia logica

10. A>(B—>A4),

1. {A>(A—>B)}>{(A-B),

12. {A-(B->C)}=>{Ba(A>C)]},
13. (B=2C)>{(A>B)>(A->0C)}.

Nuestros siguientes axiomas se refieren a la desigualdad matematica.
Podemos servirnos de ellos como de algo equivalente a ciertos principios
deductivos que resultan imprescindibles para la argumentacion concreta.

Axioma de la desigualdad matemdiica
14. a#a—A4,

15. (a=b—oA)>{(azb>A)—A}.

Hemos dicho ya que los principios 1-7 constituyen tan solo una parte
de los axiomas aritméticos que necesitamos para nuestra construccion.
Para completarlos se requiere sobre todo de la introduccidon del signo
légico de funcidn Z (ser entero racional positivo). Por otra parte, se hace
también necesaria una restricadn del axioma 6. Al mismo tiempo, al
utilizar el signo *-1 en lugar del signo de funcién & ( * ), generalizando
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y complementando respectivamente los axiomas 2 y 7 y eliminando los
axiomas 3, 4 v 5, que se convierten zhora en teoremas, llegamos a un
sistema que consta de [os siguientes 8 principics en lugar de los anteriores
axiomas 2-7.

Axtomas aritméticos
16, Z(1),
17. Z(a)>Z{a+1),
18. Z(a)>(azxl—>Z(a-1)),
19. Z(a)—=>(a+1#1),
20, (a+1l)-1=4a,
2l, (a—-1)+1=a,
22. a+(b+1)=(a+b)+1,
23, a—-(b+1)=(a-4b)-1.

Un sistema conformado de esta manera, es decir, un sistema que
conste de los axiomas 1,8-23 permite establecer, mediante Ia simple
aplicacion de las reglas que hemos expuesto, esto es, formalmente, la
totalidad de las férmulas y teoremas de la aritméticas.

Nuestro primer objetivo en relacion a este sistema es encontrar una
prueba de consistencia para los axiomas 1, 8-23. De hecho, la demostra-
cién es posible, con lo que resulta asegurado® el principio deductivo
expresado en la induccién completa (axioma 9), de capital importancia
en la aritmética.

El paso esencial, es decir, la demostraciéon de la aplicabilidad del
principio 16gico del tercero excluido a totalidades infinitas de nimeros,
funciones o funciones de funciones para inferir que una afirmacién es
valida para todos esos numeros, todas esas funciones o todas esas
funciones de funciones , o que necesariamente existe entre estos objetos
uno (un nimero, una funcién o una funcidén de funciones) para el que
la afirmacién resulta falsa, constituye, sin embargo, una tarea inconclusa.

S6lo mediante la demostracion de la aplicabilidad de este principio
es posible una fundamentacion satisfactoria de la teoria de los nlimeros

® Bernays dice que se ha demostrardo que esta prueba sblo puede darse si se excluye en
cuantificador y la sustitucién del axioma 2 por el esquema de induccién. {N. de T.]
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reales y solo ella puede allanar la via que conduce al anilisis y la teoria
de conjuntos.

Esta demostracion puede llevarse a cabo conforme a las ideas basicas
que acabamos de exponer, introduciendo ciertas funciones de funcicnes
T ¥ o por medio de la postulacién de axiomas y la demostracién de la
consistencia de los mismos,

El ejemplo mas sencillo de una funcidén de funciones til a los fines
que acabamos de expones es el de x ( f}, donde el argumento fes una
funcién numérica variable de [a variable primitiva 4, de tal suerte que
podemos afirmar

Z(a)>{fa)£1-1>Z(f(a))}

donde x ( f)=1-1, en caso de que ftenga el valor 1 para toda 4, ¥
K ( /) sea el menor entero que pueda ser un argumento, en caso contrario.
Los axiomas para esta k¥ ( /) son entonces

24.(k(f)=1-1)>(Z(a) > f(a)=1),
25.(k(f)#1-1) > Zx(f),

26.(k(f)#1-1) > (A (N=1),
27.Za > { Z(x(f)—a) > f(k(f)-a)=1)}

De manera similar podemos introducir una cierta pareja de funcio-
nes afines T y o . Con ellas resulta posible una fundamentacidn completa
de la teorfa de los nitmeros reales, lo mismo que una demostracion de la
existencia de una cota superior para cualquier conjunto de niimeros
reales.

Deseamos concluir esta primera comunicacidon mencionando con
agradecimiento a Paul Bernays, cuyo apoyo y colaboracién har sido
esenciales para la realizacidn y el desarrollo de las ideas que aqui hemos
expuesto.



Los fundamentos logicos
de las matematicas

Mis investigaciones acerca de los nuevos fundamentos de las ma-
tematicas' tienen como proposito principal eliminar de manera definitiva
cualquier duda en relacién a la confizbilidad de la inferencia matematica.
La necesidad de una investigacién de este tipo se nos hace patente cuando
observamos cuin diversas e imprecisas son las ideas que han surgido en
torno de esta problematica, inclusive las formuladas por algunos de los
mas notables mateméticos. Recordemos también que ciertas conclusiones
e inferencias tenidas entre las més seguras han sido rechazadas por algunos
de los mateméticos mds prestigiados de los tltimos tiempos.

Una solucién completa de estas dificultades de principio requiere de
una teoria cuyo objeto de estudio sea la demostracion matematica misma.
Gracias a la valiosa v eficaz colaboracién de Paul Bernays he logrado
desarrollar una teoria de la demostracion, de tal manera que, con ella resulta
posible una fundamentacién satisfactoria del andlisis y de la teoria de
conjuntos.

Ma3s atlin, creo que mis analisis me han Ilevado al punto de poder
afirmar que también los problemas clasicos de la teoria de conjuntos,
como el problema del continue y otros de igual importancia abiertos en
la l6gica matematica, pueden atacarse provechosamente con mi teoria.

No es posible hacer en este lugar una exposicién en detalle de la
teorfa con sus largos y penosos desarrollos. Sin embargo, el curso mismo
de nuestra investigacién ha permitido el surgimiento de una serie de

1 C#- las conferencias sustentadas por el autor en Copenhage v Hamburgo, Abbandlungen aus
dem mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitat, 1922 [Cap. 111 del presente volumen).
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nuevas ideas, conexiones y dificultades que por si mismas merecen
nuestra atencién. Me propongo discutir aqui uno de estos problemas,
uno que, por lo demas, toca profundamente el niicleo mismo de mi teoria
de la demostracibn.

Recordemos, en primer término, el axioma de eleccion. Este prin-
cipio fue expuesto y formulado inicialmente por Zermelo quien basan-
dose en él ha logrado ofrecer una genial demostracién del buen orden
del continuc®. Las objeciones que se han hecho en contra de esta prueba
y en relacién a los desarrollos dependientes de ella en la teorfa de
conjuntos se refieren fundamentalmente al principio de eleccién. En
nuestros dias es todavia muy frecuente poner en duda la validez del
axioma de eleccidn, aceptando al mismo tiempo el resto de los principios
deductivos que son usuales en la teorfa de conjuntos en general y en las
demostraciones de Zermelo en particular,

En mi opinidn, esta actitud es equivocada. El andlisis logico, tal y
como éste se lleva a cabo en mi teoria, muestra que la idea fundamental
que subyace al axioma de eleccidén es un principio ldgico general que
resulta necesario e indispensable, inclusive para las cuestiones mas
elementales de la deduccidn matematica. Si logramos dar una base firme
a estos primeros pasos tendremos también preparado el terreno para el
axioma de eleccion. Mi teoria de [a demostracién permite ambas cosas.

La idea fundamental de mi teoria de la demostracidn es la siguiente:
Todo le que hasta ahora ha formado parte de las matematicas se formaliza
de manera estricta, de tal manera que la matematica real o la matematica
en un sentido estricto {in engerem Sinne] se convierte en un conjunto de
formulas. Estas se difereacian de las férmulas normales en las matemati-
cas solamente en que, ademés de los signos usuales, contienen también
signos légicos, en particular sighos para la implicacion {( — ) y para la
negacién (),

Ciertas forn. a5 que sirven como base para el edificio formal de las
matematicas se Hlaman axiomas. Una demostracidn es una figura que debe

2 E. Zermelo, “Beweis, dafl jede Menge Wohlgeordnet werden kann”, Mathematische Annalen
59, 1904, [N. de T.]

En el escrito antes mencionado se evita este simbolo. No obstante, [z exposicién presente
difiere ligeramente de la que se da en aquél y en ella el simbolo de negacién no representa

peligro alguno.
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presentarse ante nosotros como algo intuitivo y consiste de inferencias
realizadas conforme al esquema

&
T

T

donde en cada caso las premisas; esto es, cada una de las férmulas
correspondientes 2 $ y # — T es, o bien un axioma, o se obtuvo por
sustitucidn en un axioma, o bien coincide con la férmula final T de una
inferencia cuyas premisas aparecen ya en la demostracién, o por susti-
tucién en esa férmula final,

Una férmula es demostrable si es o bien un axioma, o se obtuvo por
sustitucién de un axioma o cuando es la formula final de una de-
mostracion.

Ala matematica real {eigentlich] asi formalizada se afiade una especie
de nueva matematica, una metamatemdatica, necesaria para salvaguardar
aquélla y en la que, en contraposicion a los modos puramente formales
de inferencia de la matematica real, la inferencia concreta es utilizada,
pero unicamente para la prueba de consistencia de los axiomas. La
metamatematica trabaja con las demostraciones de la matematica real y,
en realidad, éstas constituyen su objeto de investigacién.

Las matematicas en general se desarrollan entonces por medio de
una transicién constante en dos sentidos: por una parte, obteniendo a
partir de los axiomas nuevas formulas demostrables por medio de la
inferencia formal; y, por la otra, ahadiendo nuevos axiomas junto con la
prueba de su consistencia por medio de inferencias concretas.

Los axiomas y teoremas, esto es, las férmulas que surgen en estas
transformaciones, son las representaciones [Abbilder] de las ideas que
constituyen los procedimientos utilizados hasta ahora en las mateméit-
cas, sin constituir ellos mismos verdades en un sentido absoluto. Como
verdades absolutas han de considerarse mas bien los resultados relativos
a la demostrabilidad y a la consistencia de esos sistemas de férmulas que
se obtienen gracias 2 mi teoria de la demostracion.

Este programa determina nuestra eleccién de axiomas para la teoria de
la demostracién. La lista de nuestros axiomas comienza con los siguientes:
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I.  Axiomas de la implicacion
. A>(B>4)
{(adici6n de una suposicidn)
2. {A—>(A>B)}->(A-B)
(supresién de suposiciones)
3. {d-(B-C)} > {B(A4-C))

(intercambio de suposiciones)

4. (BoC)>{(A-5B)>(A>C)}
(eliminacién de proposiciones)

II.  Axiomas de la negacién

5.4->(A— B)
(ley de la contradiccién)

6. (A>B)>{(A> B)>B}
(principio del tercero excluido)

III.  Axiomas de la igualdad
7. a=a

8. a=b—>(A(a)—>A(}))

IV. Axiomas numéricos
9. a+1#0.
10. §(a+1)=a

En relacion a 9 es necesario tener presente que la negacién formal
de & = &, se escribe también 4 # .?7 y que, ademds, 4 + 1 # 0 es la negacion
formal de a + 1 =0.

Con base en los axiomas 1-10 es facil obtener todos los nitmeros
enteros positivos, lo misme que las ecuaciones numéricas validas que a
ellos se refieren. A partir de estas bases y haciendo uso de una logica
“finitista” al realizar consideraciones puramente intuitivas (entre las que,
sin duda, hay que contar a la recursion y a la induccién intuitiva para
totalidades finitas), es posible obtener la teoria elemental de los niime-
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ros®, sin que para ello se tenga que recurrir a modos de inferencia dudosos
o de alguna manera problematicos.

Los teoremas obtenidos de acuerdo con este punto de vista tienen,
todos ellos, un caracter finitista. Es decir, puede llegarse concretamente
[inhalttich] a los pensamientos que representarn, sin recurrr a ningun
axioma, considerando solamente totalidades finitas.

Pero en la teoria de la demostracién queremos, ademas, ir mas alla
de la esfera de la légica finitaria y obtener aquellos teoremas que
representan a los teoremas transfinitos de la matematica usual. En nuestra
opinidn, la verdadera fuerza y validez de la teoria de la demostracién se
pone de manifiesto precisamente porque con ella nos resulta posible dar
una prueba de consistencia, una vez que hemos aceptado ciertos axiomas
adicionales de caracter transfinito, '

¢En qué momento se trasciende por primera ocasion la esfera de lo
intuitivo y finito? Evidentemente, cuando nos servimos de los conceptos
“todo” y “existe”. Lo caracteristico de estos conceptos es lo siguiente. La
afirmacidn de que fodos los objetos de una totalidad finita dada de la que
se puede tener una visidon completa poseen una cierta propiedad es
equivalente a la yuxtaposicién de varios enunciados particulares por
medio de la palabra “y”. Afirmar que todos los asientos de este auditorio
son de madera equivale a decir: este asiento es de madera y ese asiento es
de madera y... y el asiento de alld es de madera.

De manera aniloga, la afirmacién de que en una totalidad finita existe
un objeto con una cierta propiedad es equivalente a una composicion de
enunciados particulares por medic de la palabra “o”. Por ejemplo, el
enunciado de que entre estos gises hay uno rojo equivale a decir: este gis
es 10jo O ese gis es rojo o...0 el gis de alla es rojo.

Con base en lo anterior podemos concluir la validez de la siguiente
versidn del principio del tertium non datur para totalidades finitas: o bien
todos los objetos poseen una clerta propiedad, o bien existe entre ellos
uno que no la posee. Al mismo tiempo, utilizando los signos corrientes
de cuantificacién universal y existencial —“para toda &”: ( @ ); no_para
toda a: (2 ) “existe una & { Ea); “no existe ninguna «™: (Ea)—
obtenemos la validez estricta de las equivalencias

4 . .- . ., .

En la exposicién definitiva de nuestra teoria, la fundamentacién de la teoria elemental de
los niimeros se da también por medio de axiomas. Por razones de brevedad nos referiremos
aqui a la fundamentacidn intuitiva directa.
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(2)A(a) eq. (Eaz)A
v de L _
(Ea)A(a) eq (a)A{ a)

donde A (@) representa un enunciado con una variable 4, esto es, un
predicado.

Ahora bien, es usual en las matematicas suponer sin més la validez
de estas equivalencias, inclusive cuando se habla de totalidades infinitas
de individuos. Con ello, sin embargo, hemos abandonado el terreno de
o finito, adentrindonos en la esfera de los modos de las inferencias
transfinitas.

Por lo demas, cuando en la esfera de lo infinito utilizamos sin
reparos de ninguna indole un procedimiento vilido en el terreno de lo
finito, lo que estamos haciendo es, en realidad, abrir de par en par las
puertas para que en nuestras consideraciones se deslicen errores. De
hecho, aqui interviene la misma fuente de errores que nos es familiar en
el analisis: asi como alli la transposicidn de los teoremas validos para
sumas y productos finitos es licita para sumas y productos infinitos sélo
cuando una inspeccién sobre la convergencia garantiza las inferencias,
las sumas y los productos 16gicos infinitos

A &A&A &...,
divAzvAIv...,

no deben ser tratados como si fueran finitos, a no ser que la teorfa de la
demostracién lo permita.

Consideremos las equivalencias que hemos establecido un poco
antes. Cuando se considera una infinidad de objetos, ni la negacién del
juicio general (2 ). A a ni la negacién del juicio existencial ( E 2 )4 «
tienen, ¢€n principio, un contenido preciso. En ocasiones, sin embargo,
pueden adquirir un sentido, por ejemplo, cuando la afirmacién
(4 ) A a es contradicha por un contraejemplo, o cuando a partir de la
suposicion (a)Aa o de ( E 2 ).Aa se deriva una contradiccién. Sin
embargo, estos casos no se oponen por contradiccidn, pues aunque
A ( a } no sea vilido para toda 4, todavia no sabemos que realmente haya
un objeto con la propiedad A . Por razones analogas; tampoco podemos
decir sin mas que o bien ( @ }.A a es valido, o bien que ( E 2 ) A 2 lo es,
o bien que estas afirmaciones exhiben realmente una contradiccién. Las
expresiones “hay” [es gibt] v “se presenta, aparece” [es liegt vor] tienen
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obviamente el mismo significado cuando se habla de totalidades finitas.
En relacién a totalidades infinitas solamente el segundo de estos concep-
tos tiene cierta clanidad.

Vemos asi que para fos propésitos de una fundamentacién estricta
de las mateméiticas, los modos de inferencia usuales en el Analisis
ciertamente no pueden suponerse como algo légicamente evidente. Mas
bien, nuestra tarea consiste precisamente en indagar por qué y en qué
medida la aplicacién de modos.de inferencia transfinitos, tal y como éstos
se presentan en el Analisis y en la teoria de conjuntos, nos permite obtener
siempre resultados correctos. El manejo libre de lo transfinito y su entero
dominio y control deben tener lugar a partir de lo finito. ;Como es
posible la solucidn de este problema?

De acuerdo con nuestros propdsitos iniciales, afiadiremos a los
cuatro grupos de axiomas que hasta ahora hemos presentado aquellos
que expresan los modos de inferencia transfinita. Estos se designan en el
- lenguaje corriente por medio de frases como “todos”, “hay”, “tercero
excluido”, “induccion completa”, “principio de Aristoteles”, “de la existencia”, “de
la reduccion”, “de la completud” v “de eleccion”.

Voy a servirme de la idea que subyace al principio de eleccidn para
introducir una funcién légica

T{(A)oblent(A{a)),

que asigna a cada predicado A ( a4 }, esto es, a cada enunciado con una

variable 2, un objeto definido T {4 ). Mas aln, esta funcidon t debe
satisfacer el siguiente axioma:

V. Axioma de transfinitud
i1. A{tA)—>A(a).

Expresado en el lenguaje comin este axioma nos dice que cuando un
predicado A se aplica al objeto T4, también se aplica a todo objeto a. La
funcién T A es una funcién individual definida de una sola variable A4 de
predicados. Podemos llamarlz la funcion transfinita, dando al mismo
tiempo al axioma 11 el nombre de axtoma de transfinitud. Para aclarar su
contenido, tomemos, por ejemplo, en lugar de A el predicado “ser
sobornable”. Tenemos entonces que T.4 designa a una persona definida,
con un sentido de la honestidad tan inquebrantable que del hecho de que
ella resultase sobornable se seguiria que toda persona lo seria igualmente.



70 Dawvid Hilbert

El axioma V de transfinitud debe verse como el origen de todos los
conceptos, principios y axiomas transfinitos. Si, por ejemplo, afiadimos los

VL.  Axiomas definitorios de los cuantificadores
universal y existencial

A(tA)Y->(a)A(a),
(2)A(a)->A(1A),
A(tA) > (Ez)A(2),
(Ea)A(a)>A(tA4).

la totalidad de los principios puramente légicos y transfinitos que hemos
mencionado se obtendrian como teoremas; esto es, :

(a)A(a)y—>Aa
(Principio Aristételico)

A(a)y>(Esa)Aa
(Principio Existencial)

(a)Aa—>(Ea)Ada,
(Ea)Ada > (a)Aa,
(Ea)Adaz— (a)Aa,

(2)Az >(Ea)Aa.

Por medio de estas Gltimas cuatro formulas es posible demostrar la
validez de las equivalencias anteriormente establecidas para totalidades
finitas, lo mismo que el principio del tercero excluido para totalidades
infinitas”. De esta manera, vemos que todo lo que hasta aqui hemos
expuesto depende de la demostracién de la consistencia de los axiomas
IV (1-11).

La 1dea fundamental que subyace a una prueba de esta indole es
stempre la misma. Suponemos que tenemos una demostracién concreta

; Estoy en deuda con P. Bernays por haberme hecho ver que fa formula 11 basta para la
derivacton de todas estas formulas. '
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[konkret] dada como figura, con la férmula final 0 # 0. A este caso puede
reducirse clertamente la existencia de una contradicciéon, Una vez hecho
esto mostramos por medio de una consideracidén finitista concreta que
esto Gltimo no puede constituir una demostracion que satisfaga nuestras
exigencias.

Debemos ofrecer, en primer lugar, una demostracién de la consis-
tencia de los axiomas I-IV (1-10). El procedimiento consiste en modificar
sucesivamente la demostracidn que hemos supuesto como existente, de
acuerdo con los siguientes criterios:

1. La demostracién puede transformarse por medio de [a repeticion
y eliminacion de formulas para obtener una demostracion en la que para
cada formula haya una y solo una formula “sucesora”, a cuyo surgimiento
contribuya. De este modo, la demostracién puede ser analizada en lineas
[Fiden] que partiendo de los axiomas desembocan en las foérmulas
terminales.

2. Las variables que intervienen en la demostracidon pueden ser
eliminadas.

3. Puede lograrse que en cada férmula Gnicamente aparezcan, aparte
de los simbolos 16gicos, los numerales

0,0+1,0+1+1,...,

de tal manera que cada formula de la demostracién se convierta en una
formula “numeérica”.

4. Toda formula se convierte en una cierta “forma normal” 10gica.

Una vez que estas operaciones se han efectuado para cada férmula
de la demostracidn, un control directo sobre ella es posible. Es decir, en
un cierto sentido {atin por precisarse), serd posible determinar si la
demostracion es “correcta’ o “incorrecta”. S1la demostracion considerada
satisface todas nuestras exigencias, toda formula en ella debera aprobar,
a su vez, este requisito, por lo que lo mismo tendria que ocurrir con la
férmula terminal 0 # 0, lo que claramente no es el caso. Con ello se
habria demostrado la consistencia de los axiomas de los grupos [-1V (1-10).
La prueba detallada de esto, que aqui hemos solamente bosquejado, rebasa
evidentemente los limites de una conferencia. |

En nuestro caso, sin embargo, se hace urgente ofrecer una de-
mostracién de la consistencia del axioma V (11), pues es gracias a €] que
pueden justificarse en las matematicas los modos de inferencia transfinitos.
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Quusiera desarrollar con cierto detalle las ideas centrales de esta
demostracidn en el primero y més sencillo de los casos.

Este primer caso se presenta ante nosotros tan pronto como exten-
demos nuestra teoria de los nilmeros, que hasta ahora ha mantenido un
caracter estrictamente finito, Llevamos a cabo esto tomando en ef axioma
¥ (11) a los objetos 4 como numerales, esto es, como los niimeros enteros
positivos, incluyendo al 0, y a los predicados A ( 4) como ecuaciones
f(a)=10, donde fes una funcién numérica comin. La funcién ldgica
T asigna a cada predicado un objeto, es decir, a cada funcién matemdatica
Jjunnimero. T se convierte entonces en una funcién de funcién numérica
ordinaria, de tal manera que si fes una funcién definida, T es un nmero
definido. S1 llamamos T ( f) a éste,

1(f)=%(f(a)=0),
el axioma V {11) se convierte en el axicma

2. f(1(f))=0-F(a)=0.

La propiedad de la funcidén de funcién 7 ( f) representada en esta
forma encuentra su realizacién mas sencilla cuando entendemos por
T{f) el nimero 0 en cuanto se satisface la ecuacion f( @ ) = 0 para cada
a, tomando T ( f) como el primer niimero « para el que f( a ) # 0. De
no ser asi, T (_f) es una funcidn transfinita y pertenece precisamente a la
clase de aquellas que Brouwer y Weyl consideran ilicitas. Sin embargo, lo
decisivo aqui es la demostracién de que afadir el axioma 12 a los axiomas

1-10 no conduce a contradicciones.
_ Recordemos, para este fin, la prueba de la consistencia de los axiomas
1-10 y tratemos de extenderla al caso que nos ocupa. Hay que considerar
ahora una nueva dificultad que consistiria en que en la demostracién a
la que nos enfrentamos aparece el signo 7 { f), pudiéndose reemplazar
la variable funcional fpor funciones especiales cualesquiera @, @’, ... .
Por el momento, sin embargo, y en aras de la facilidad y la simplici-
dad, supondremos que hay una tnica funcién espectal @ de ese tipo como
posible reemplazo para f. De esta manera, la prueba en cuestion puede, en
Gltima instancia, transformarse en una demostracién en la que, ademas de
signos logicos y numerales, sélo aparece T (@ ), en donde © representa
una funcidn especial en cuya definicidén no se ha utilizado 7 .
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Dada esta demostracion, procedemos a aplicar en orden las siguien-
tes operaciones:

1. Reemplazamos uniformemente, y en cierta forma de manera
provisional, a modo de ensayo, T (@) por el numeral 0. Nuestra
demostracion se convierte entonces en una sucesion de formulas “numé-
ricas”. Todas estas formulas son “correctas” en el sentido anterior,
posiblemente con la excepcion de aquellas que resultan del axioma 12.
Ahora bien, cuando tomamos @ por £, si se hace la sustitucién correspon-
diente para 2 y se pone el numeral 0 en lugar de 1 (@), las Gnicas
férmulas que se derivan del axioma 12 son de la forma |

9(0)=0—-9(5)=0.

Como en esta expresion £ y @ representan, respectivamente, un
numerzal y una funcién definida recursivamente —la definicién recursiva
puede incorporarse facilmente 2 nuestro formalismo— @ ( £ ) se reduce
también a un numeral. Se trata entonces esencialmente de ver si en estas
férmulas @ (€ ) se convierte en el numeral 0 después de esta reduccién
aun numeral, o sien algn momento a partir de @ ( { ) surge un numeral
distinto de 0. En el primer caso habremos demostrado la consistencia,
porque entonces todas las féormulas que se siguen del axioma 12 son
correctas. La sucesion de férmulas que obtuvimos de la demostracidn se
convierte nuevamente en una demostracién en la que el control paso a
paso garantiza que todas las f6rmulas son correctas, por lo que la férmula
incorrecta 0 # 0 no puede ser una foérmula terminal.

2. En el segundo caso, hemos obtenido una £, tal que
0(5)=0

resulta una férmula falsa. Procedemos después de la siguiente manera en
relacién a la demostracién que aqui se nos presenta.

Sustituimos de manera uniforme en la prueba el numeral { , en lugar
de 0, por 1 (¢ ). Las férmulas que se siguen del axioma 12 tienen
entonces, en su totalidad, la forma

¢ (C)=0->¢9(5)=0.

Se trata, ademas, de formulas stempre verdaderas, puesto que la
férmula que antecede al signo de implicacion es falsa, Nuevamente en la
demostracién aparecen sélo formulas numéricas verdaderas, por lo que
la formula final no puede ser 0 2 0. |
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Con ello hemos dado una demostracién completa de la consistencia
de la funcidn transfinita T (f). Pero, a la vez, obtenemos el principio
del tercero excluido para el concepto de una serie numérica infinita, como
la que representa la variable numérica en £. Es decir, con base en los
axiomas de la negacidn (115 y 6), la negacidn formal es equivalente a lo
opuesto contradictorio. Como T(f)#0 es la negacién formal de
T(f)=0, por VI, 1(f)#0 y (Ea)(f(a)#0); y 1(f)=0y
(2)(f( 2 )=0) son respectivamente equivalentes.

La soluci6n que nuestra teoria de la demostracién da a este problema
puede interpretarse como sigue. Nuestro pensamiento es finito, y cuando
pensamos tiene lugar un proceso finito, Esta verdad, evidente en si
misma, se incorpora en la teorfa de la demostracién de la manera
siguiente. 51 en alglin sitio surgiera una contradiccién, al tiempo que nos
percatamos de ella, tendria que realizarse una eleccién correspondiente
entre la totalidad infinita de cosas involucradas en ella. De acuerdo con
esto, en la teoria de la demostracién no se afirma que pueda encontrarse
siempre un objeto entre la infinidad de objetos, sino tan sélo que puede
procederse siempre sin riesgo de error, como si, en efecto, se hubiera
ilevado a cabo la eleccion.

Podemos conceder que Weyl esti en lo justo cuando habla de la
existencia de un argumento circular, pero éste no constituye, en todo
caso, un circulo vicioso. Mas bien, la utilizacién del principio del tercero
excluido no representa peligro alguno.

En la teoria de la demostracién, a los axiomas finitos se afiaden los
axiomas y las formulas transfinitos, de manera aniloga a como en la
teoria de los nlimeros complejos a los elementos reales se afaden los
imaginarios, y a como en la geometria a las figuras reales se afaden las
imaginarias. Se puede, en verdad, afirmar que en la teoria de la de-
mostracion el é&xito de esta manera de proceder es el mismo que en los
casos mencionados, a saber: la simplicidad v el caricter deductivamente
cerrado de la teorfa.

De acuerdo con lo que hasta ahora hemos expuesto, la funcién
transfinita © (/) puede aplicarse sin restricciones en las matematicas,
tanto en la definicién de funciones y construccidn de nuevos conceptos,
como en la realizacién de las demostraciones matematicas.

Un ejemplo de definicién de funcién nos lo proporciona la funcién

o(a)=[a'"],
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en donde el signo de la derecha toma los valores @ y 1 respectivamente,

seglin que aﬁ sea un nimero racional o trracional,

Por lo que a su uso en las demostraciones se refiere, las pruebas que
se encuentran en la literatura permiten reconocer ficilmente si en ellas
se utiliza o no de manera esencial una funcidén transfinita. En realidad,
las dos demostraciones distintas, que nosotros mismos hemos ofrecido,
del cardcter finito de los sistemas de invariantes completos, constituyen
ejemplos adecuados de lo anterior. En el primer caso, se utilizan modos
de deduccion transfinitos, mientras que en el segundo no. La primera de
las pruebas de la finitud del sistema completo de invariantes presentada
pertenece al tipo de demostraciones en las que los modos de deduccion
transfinita son esenciales e imprescindibles.

Puede suponerse, por supuesto, gue un teorema finitista se puede
demostrar siempre sin recurso alguno a modos transfinitos de deduccién,
como ocurre, por ejemplo, con el tecrema de la finitud de un sistema
completo de invariantes, seglin lo muestra la segunda de las pruebas
mencionadas. Sin embargo, esta afirmacion pertenece al tipo de afirma-
ciones de que toda proposicidbn matemética en general o bien puede
demostrarse o bien refutarse.

P. Gordan encuentra una cierta obscuridad en los modos de deduc-
c1i6n transfinitos utilizados en la primera de nuestras demostraciones
acerca de los invariantes. La manera de poner de manifiesto su insatisfac-
cidn es llamar a la prueba “teologica™. Gordan modifica después la
exposicion del argumento, incorporando su simbolismo y creyendo, con
ello, haber despojado a la demostracién de su caricter “teologico”. Sin
embargo, lo Gnico que logra es ocultar el modo de deduccién transfinita

en el formalismo de su simbolizacién®.

® A finales de 1888, Hilbert ofrecié una demostracion indirecta del problema de Gordan
acerca de la existencia de una base finita para la generacidén de invariantes en general (sin
importar el niimero de variables que contengan). Con elio, Hilbert asumia una posicidén
definida en relacién al problema de la naturaleza de la existencia en matematicas,
especificamente, en oposicién a Kronecker, para quien existencia implica construccibn. El
teorema de Hilbert fue impugnado, entre otros, por Gordan mismo (“*Eso no es matemiticas,
sino teologia™). Sin embargo, en 1892 vy apoyandose en su primer teorema {y en una idea
de Kronecker en la teoria algebraica de los campos numericos), Hilbert encontraria una
prueba constructiva de tal resultado, dando con ello, de paso, un impulso definitivo al uso
de métodos existenciales indirectos (reduccion al absurdo) en las matematicas (Cfr. C. Reid,
Hibert, Springer Verlag, Berlin, 1970, Cap. V). [N. de T/]
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Sirviendonos del mismo método que hemos utilizado para de-
mostrar la consistencia de una funcién de funcién transfinita T (f),
podemos prebar igualmente la consistencia de la funcién de funciones
K (f). Esta funcién —al igual que 1 ( f)— tiene la propiedad de ser
cuando el argumento se anula [verschwindet] para todas las variables, ¥
toma, por otra parte, el minimo valor para el que ( « ) difiere de 0, en
el caso contrario.,

Por medio de esta funcidn u ( f) se obtiene el principio de induccién
completa

A(O)—)(a)(A(;z)—}A(a+1))~;A(a)

como teorema.

El reconocimiento de esto {ltimo, en una exposicién concreta,
constituye el resultado principal del ensayo de Dedekind Was sind wnd
was sollen die Zahlen?

Para fundamentar el analisis, definimos el niimero real z que se
encuentra entre 0 y 1 por medio de una fraccién binaria y a ésta a través
de una funcién @ (#), 2 la que llamamos el valor de posicién [Stel-
lenwert], y que sélo puede ser 0 o 1

z=0.mmazas... (an=f(n)).

Un ejemplo de fraccion binaria definida de manera transfinita es el

siguiente
- —
0.12% 23V 3144

Esta expresion representa un niimero real bien definido, aunque, de
acuerdo con el estado actual de la investigacién, no pueda calcularse ni
siquiera la primera fraccidn binaria.

El fundamento del analisis es el teorema de la cota superior, La
funcion transfinita T permite, en efecto, la demostracién de la existencia
de esa cota superior para cualquier sucesién de niimeros reales.

Para percatarse de esto, conviene, en primer lugar, introducir los
signos logicos: “&” y “v” (& para “y” y V para “0”). Esto lo realizaremos
aqui reduciendo estos signos a los simbolos [6gicos que hemos utilizado
hasta ahora, -y .

d&B vy dvE
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representan lo mismo, respectivamente, que
A>B v Ao B
Estipulamos ahora que 3 fees es una abreviatura de

() (fa=0vfa=1)&(a)(Eb)(fla+b)=1).

Es decir, B fexpresa que la funcién fa representa un niimero real en
el intervalo semicerrado ( 0, 1 | por medio de la fraccién binana infinita

0.f(1)F(2)(3)...

Una sucesidon {1, £2, C3, ... de nimeros reales se representa enton-
ces por medio de una funcién @{a,n) en la cual la formula
B ¢ ( a, 2 ) resulta demostrable para todo entero [positive] ». El curso
adicional de la demostracion tiene lugar de acuerdo con la siguiente 1dea
basica;

Consideremos el esquema

L1=0.¢(1,1)p(2,1)9(3,1)...
E2=0.90(1,2)9(2,2)¢(3,2)...
3=0.9(1,3)0(2,3)9(3,3)...

---------------------

Fijémonos, en primer lugar, en las cifras de la primera columna
después del punto. Si todas éstas son 0; es decir, si @ (1,7 ) =0 para
toda 7, tdmese Yy ( 1)=0.Denoserasi y(1)=1,

Siahora en la segunda columna son 0 todas aquellas cifras que tienen
la propiedad de que la cifra de la primera columna de la misma hilera
horizontal es y (1), tomese y (2)=0;denoserasi, y{2)=1.

Si en la tercera columna sen 0 todas las cifras que tienen la propiedad
de que cada una de las cifras de la primera y la segunda columnas de la
misma hilera horizontal son W ( 1) y W ( 2) respectivamente, tomese
Wv(3)=0,sino, tbmese Y {3 ) =1, etc.

Con base en esta observacién podemos dar una definicién precisa
de la cota superior  { 2 ) de la sucesion @ { 4, # ) de nimeros reales por
medio de la siguiente recursidn simultinea:

¥y (0,2)=0
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Wiag+1l)=m, {'x(a',n)=0—>q)(a+1,rz}‘—*0}
Ala+l,n)=y(a,n)+1(w(a+1),0(a+1 ,n));

donde 1 (a, %) es la funcién de « y & que representa 0 6 1, segiin que
a=bba#b,ydondeny es la funcién transfinita definida por medio
del siguiente axioma

(n)B(n)o> . (Fn)=0,
(Z)A(n) > m(8n)=1;

O, expresado con palabras: 7, ( @7 ) es 06 1, seglin que el enunciado
& correspondiente sea vilido o no para todo #.

Pucde demostrarse estrictamente, en el sentido de mi teoria de la
demostracion, que R v es valida y que, ademas, el niimero real Wy { )
tiene la propiedad de la cota superior, donde la relacién “menor” puede
definirse para dos niimeros reales cualesquiera fy g por medio de la
térmula

(Ea){(b)(b<a>fb=gb)&fa=08&ga=1)

Considérese ahora en lugar de una sucesién de niimeros reales un
conjunto cualquiera de tales ndmeros (por ejemplo, tomando como dada
para fa variable funcional fun enunciado definido ® ( £) que, por una
parte, caracterice tanto a fcomo a una funcién que represente a un niimero
real y que también caracterice, por la otra, a los nlimeros reales del

conjunto). La cota superior Y ( 4 ) de este conjunto & ( £) de nimeros
reales se obtiene entonces por medio de la siguiente recursidn simultinea:

x(0,/)=0
W(ﬂ+1)=ﬂf{33f**(x_(d,f)=0—)f(ﬂ+I)=0)}
rla+1, )=3(a.f)+1{yw(a+1),f(a+1));

donde myes la funcidn transfinita definida por Ios axiomas

(Ao (Af)=0,
() E(N) = (BF)=1.
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Para terminar, me gustaria ilustrar otra aplicacidn, esta vez al
principio de eleccién de Zermelo para conjuntos de nimeros reales.

Anteriormente teniamos que un conjunto de nitmeros reales festaba
dado por un enunciado definido v { /), con f como variable funcional.
Afiadimos ahora los axiomas

Bfo>v(f)=1
Bf > v(f)=0

cuya consistencia puede reconocerse con facilidad. De este modo, el
conjunto se encuentra definido por la funcién de funcidn v (f), que
tiene el valor 1 para el nimero real fdel conjunto y el valor 0 para todos
los demis nGmeros reales £ A partir de la formula

BfoRS,
que es valida para 8, se obtiene

v(f)=1- Rf.

v es una funcion de funcion especial. Sea 7 la variable correspondiente;
es decir, sea 7 la vanable de la funcién de funcidon cuyo argumento es una
funcién monadica ordinaria. |

Un conjunto especial de conjuntos de niimeros reales es entonces
representado por un enunciado especial (7 ), en el que aparece r y
para la cual es valida la férmula:

B(r)&(rf=1)-3Rf

Supongamos gue este conjunto de conjuntos tiene la propiedad de
que cualquier elemento suyo que sea un conjunto de niimeros reales es
no vacio, L.e. contiene por lo menos un nimero real. O, expresado
formalmente,

A(r)->(EN(r(H=1).

Definimos ahora una funcién transfinita 77 como antes lo hemos
hecho con 14, con la diferencia de que en lugar de las variables numeéricas
4 tomamos de antemano una variable funcional £ Es decir, Trse define
por medio del axtoma
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(127) r{(17(7))=0>7r(f)=0

que corresponde a nuestro axioma 12 para T, y que se obtiene direc-
tamente del axioma V (11) cuando se toman en éste las funciones f como
objetos y las ecuaciones 7 { £} = 0 como predicados.

En todo esto, T representa siempre una funcibén, mientras que el
argumento es una funcién de funcién 7.

Se obtienen asi los siguientes teoremas:

(EN(r(f)=1)>(f) (rf=0),

(f) (rf=0) =7 (1 (7)) =0,
r(‘rf(r))i()—nrr('rf(r)):l,
de lo que se sigue

f(r)or(r(r))=1,

Es decir, para cada elemento r del conjunto 1 ( 7 ) se encuentra
asociada una funciéon numérica Tr( 7 ) . Esta funcién representa, ademas,
un nimero real —porque de una fémula anterior se sigue inmediatamente
Bly(r)).

Las funciones 17( 7 ) forman un conjunto, pues para obtener un
enunciado que defina la totalidad de estas funciones ~las llamamos
& ( a )~ es necesario solamente formular que cada una de ellas coincide
con el representante 177 de un conjunto r de fH, tal y como esto se expresa
en la férmula

(Er){f(r)&(a)(gla)=1r(a))}

De esta manera, de acuerdo con el método de representacion
original tenemos aqui un conjunto. Con ¢llo hemos demostrado el
principio de eleccién de Zermelo para conjuntos de conjuntos de
niimeros reales,

Por lo demis, debido a la aparicién del simbelo ( E7 )}, resulta
necesario todavia demostrar la consistencia de la funcién transfinita
Tr( 7 }, que pertenece a un tipo nuevo de variable 7. Esta prueba tiene
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que darse, al igual que la demostraciéon para 7, y 1, de acuerdo con el
modelo de la funcidn transfinita t,.

Queda pendiente todavia la tarea de llevar a la practica en detalle las
ideas basicas que aqui hemos delineado. La realizacién de ello permite la
fundamentacién completa del anilisis, a la vez que sienta las bases para
una fundamentacidén de [a teoria de conjuntos misma.



Acerca del infinito

Sin lugar a dudas, el analisis matematico debe a la profunda critica
de Welerstraf! su fundamento defimitivo. Con sus precisas definiciones
de nociones como minimo, funcién y derivada, Weierstra ha con-
tribuido de manera fundamental a subsanar las deficiencias que permea-
ban hasta entonces el calculo infinitesimal, al eliminar ideas poco claras
y abstrusas acerca de lo infinitamente pequefio y al superar, de una vez
por todas, las dificultades que surgen en relacién a este concepto.

El acuerdo total y la seguridad completa que en nuestros dias reinan
en el anilisis en lo relativo a las argumentaciones que involucran el
concepto de niimero irracional y, en general, de limite, se deben en gran
medida al trabajo cientifico de Weierstral. Y algo parecido puede
afirmarse acerca de la teoria de [as ecuaciones diferenciales e integrales.
A pesar de las aplicaciones verdaderamente audaces que en ella se hacen
de una gran gama de combinaciones de superposicién, yuxtaposicidn y
encaje de limites, es posible constatar la existencia de una unanimidad
esencial al respecto, v el logro de ésta se debe fundamentalmente a
Weierstrafd.

Sin embargo, lIa fundamentacién welerstrassiana del calculo infini-
tesimal se encuentra todavia lejos de representar el punto final de la
discusidn acerca de los fundamentos del anilisis.

La razén de eilo reside en el hecho de que el significado del infrnito
para las matematicas ain no ha sido elucidado de una manera plenamente
satisfactoria. Por supuesto, al transformar los enunciados que involucran
lo infinitamente pequefio y lo infinitamente grande en afirmaciones que
se refieren a relaciones entre magnitudes finitas, Weterstrafl se encuentra
en condiciones de desterrar esos conceptos del analisis. Sin embargo, el
infinito continta estando presente cuando hablamos de las sucesiones
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numéricas infinitas que definen a [os nliimeros reales, al igual que en la
nocibn misma de un sistema de tales niimeros, al que normalmente se
considera como una totalidad acabada y completa.

Las formas de la inferencia logica en las que esta concepcién del
infinito se pone de manifiesto (por ejemplo, cuando se habla de todos los
niimeros reales que poseen una cierta propiedad, o de que existen nlimeros
reales con tales y cuales caracteristicas) son requeridas v utilizadas de
manera irrestricta en el analisis de Weierstrafl.

Debido a esta circunstancia, el infinito ha podido deslizarse, de
manera disimulada, en la teoria de Weierstrafl sin ser afectado en lo
esencial por su critica.

De todo ello se sigue la imperiosa necesidad de elucidar finalmente,
de manera definitiva y en el sentido que acabamos de indicar, el problema
del infinito. Ahora bien, asi como en los procesos de paso al limite del
calcule infinitesimal se demuestra que el infinito en el sentido de lo
infinitamente pequeno y lo infinitamente grande no es sino una simple
forma de hablar, también debemos mostrar que el infinito, en tanto que
totalidad infinita, tal y como ésta se pone de manifiesto en los principios
de inferencia usuales, es algo meramente aparente.

De manera analoga a como las operaciones con lo infinitamente
peqguefio fueron sustituidas por procesos en el ambito de lo finito con
los que podemos llegar exactamente a los mismos resultados y a las
mismas y elegantes relaciones formales, debemos ahora reemplazar las
argumentaciones con lo infinito por procesos finitos que nos conduzcan
a lo mismo, es decir, que hagan posibies las mismas demostractones y los
mismos métodos de obtencion de férmulas y tecremas.

Es ésta precisamente la intencion principal de mi teoria. Es decir, mi
teoria se propone como objetivo central conferir una seguridad definitiva
al método matematico, una seguridad a la que el periodo critico del cilculo
infinitesimal no pudo llegar. En otras palabras, nuestra meta es concluir la
tarea que Weierstral intentaba llevar a cabo con la fundamentacidn del
analisis y para la cual dio un paso absolutamente necesario y fundamental.

S1 queremos llevar a cabo una verdadera elucidacién del concepto
de infinito es necesario adoptar una perspectiva mas general. La literatura
matemdtica esti plagada de absurdos y errores debidos, en gran medida,
al infinito. Esto es lo que ocurre, por ejemplo, cuando a manera de
condicidén restrictiva se afirma que en la matemdtica rigurosa, una
demostracién es aceptable Gnicamente cuando consta de un niimero
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finito de inferencias. {Como s1 en alguna ocasién alguien hubiera sido
capaz de llevar a cabo un niimero infinito de inferencias!

Pero también las viejas objeciones que habiamos considerado como
algo ya superado se presentan nuevamente, ahora bajo una nueva vesti-
menta. Asi, por ejemplo, se argumenta gue aunque es posible la introduc-
cion de un concepto sin que ello represente peligro alguno, esto es, sin
que dé lugar a contradicciones —y aun pudiendo probarlo— esto no basta
como justificacion. Pero, ¢no es esta precisamente la misma objecioén que
se hacia no hace mucho a los nitmeros complejos cuando se decia que
aunque era claro que tenerlos no podia ser la causa de contradicciones,
su introduccidn no era algo justificado porque, en realidad, las cantidades
imaginarias no existen?

Ahora bien, s1 aparte de una prueba de consistencia ha de tener algin
sentido el problema de la justificacién de un procedimiento, lo {inico
que esto puede significar es que ese procedimiento sea fecundo en
resultados. De hecho, el éxito resulta en este contexto algo necesario, la
instancia suprema a la que todo el munde se somete.

Otro autor parece ver contradicciones, cual fantasmas, inclusive
cuando nadie ha hecho ninglin tipo de afirmaciones, esto es, en el mundo
concreto de lo sensible, cuyo “funcionamiento consistente” se considera
como una hipdtesis especral.

Siempre he creido que lo inico que puede dar lugar a contradicciones
son las afirmaciones y las hipotesis, en tanto que conduzcan, por medio
de inferencias, a otras afirmaciones, por lo que fa idea misma de una
contradiccién entre los hechos me parece un ejemplo paradigmaético de
descuido conceptual y absurdo.

Todas estas observaciones tienen como sola intencién hacer claro
que la elucidacién detinitiva de la naturaleza del infinito es algo que va
mucho mas alla del ambito de los intereses cientificos particulares, aigo
que, en realidad, se ha convertido en una cuestidn de honor para el
entendimiento bumano.

Como ningln ctro problema, el del infinito ha inquietado desde los
tiempos mas remotos el 4nimo de los hombres. Ninguna otra idea ha sido
tan estimulante y fructifera para el entendimiento. Pero, como ninglin otro
concepto, requiere de precision y escarecimiento satisfactorios.

Es necesario tener presente, ahora que nos abocamos a esta tarea de
clanificaci6n del infinito, el significado concreto gue éste posee en la

realidad.
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Examinemos, en primer lugar, lo que la fisica nos dice al respecto.

La primera y mas intuitiva impresién que tenemos de la naturaleza
y la materia es la de algo continuo. Asi, por ejemplo, st tenemos un trozo
de metal o un cierto volumen de algin liquido, la idea que inme-
diatamente se nos impone es la de que se trata de algo que puede ser
subdividido ilimitadamente y que cualquier porcidon del mismo por
pequefia que sea posee también las mismas caracteristicas.

Sin embargo, en todos los terrenos en los que la fisica de la maternia
ha logrado refinar adecuadamente sus métodos de investigacién se ha
topado con limites a esa divisibtlidad y ha hallado que esos limites no
residen en la insuficiencia de nuestros intentos, sino en la naturaleza
misma de los objetos.

Podriamos entonces describir la tendencia dominante en la ciencia
moderna como una especie de emancipacidén de lo infinitamente
pequefio, de tal manera que en lugar del viejo principio de que natura
non facit saltus, podriamos afirmar ahora precisamente lo contrario, esto
es, que “la naturaleza sf da saltos”.

Come se sabe, toda la materia se compone de pequefios bloques, los
dtomos, cuya combinacién y unioén da origen a la multiplicidad de los
objetos macroscopicos. Sin embargo, la fisica no se ha detenido en la
teoria atomica de la materia. A finales del siglo pasado aparece al lado de
ésta una teoria a primera vista extrana, la teorfa atémica de la electricidad.
Hasta entonces se habia pensado en la electricidad como en un fluido,
teniéndosela, ademas, como el modelo de un agente de accidén continua.
La nueva concepcidn atomista la concibe en oposicion a ello como algo
conformado por electrones positivos y negativos,

Existe otra realidad, aparte de la materia y la electricidad, que la fisica
considera y para la cual es también vilida la ley de la conservacién, a
saber, la energia. Pero como ahora sabemos, ni siquiera ésta es susceptible,
sin més, de una division infinita e irrestricta: Planck descubrid que la
energia se presenta en guanta

Podemos entonces concluir que en ninguna parte de la realidad
existe un continuo homogéneo que pueda ser ilimitadamente divisible y
que constituyera de algiin modo una realizacion del infinito en la esfera
de lo pequefio.

La divisibilidad infinita de un continuo es “exclusivamente” una
operacidon del pensamiento, una 1dea que la observacion de la naturaleza
y la experimentacién en la fisica y la quimica refutan.
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La observacion del universo como un todo constituye un segundo
sitio en el que nos enfrentamos al problema del infinito en la naturaleza.
La dificultad que aqui se nos plantea es la de examinar {a extension del
mundo y determinar si en ella existe alge infinitamente grande,

Durante mucho tiempo se pensé que el universo era infinito. Hasta
Kant —e inclusive después de él— el caracter infinito del espacio se tuvo
como algo indubitable. La ciencia contemporanea, en espeaal la astro-
nomfa, ha planteado de nueva cuenta el problema, abordandolo esta vez
no con los inadecuados recursos de la especulacidn metafisica, sino
apoyandose en la experiencia y recurrriendo a las leyes de la naturaleza.
Como resultado de este proceso se han hecho objeciones fundamentales
en relacidn a la existencia del infinito.

La suposicién de un espacio infinito es una consecuencia directa,
necesaria, de la geometria eucidiana. Por si misma, ésta representa un
sistema conceptual consistente. Sin embargo, de ello no se sigue que este
sistema sea de alguna manera aplicable a la realidad. Mas bien, esta
cuestion Unicamente puede ser decidida por medio de la observacién y
la experiencia.

El intento de demostrar especulativamente el caricter infinito del
espacio presenta igualmente una serie de evidentes errores. En efecto, a
partir del hecho de que fuera de cualquier porcidn del espacio exista
siempre otra, solamente se sigue que éste es ilimitado [unbegrenzt}, pero
de ninguna manera que sea infinito. [limitado y finito no son necesaria-
mente incompatibles. Con la geometria eliptica, las mateméticas nos
ofrecen el modelo natural de un mundo finito. Por lo demas, el
abandono en la actualidad de la geometria euclidiana ha dejado de ser
una especulacién puramente matematica o filosdfica, pues hemos llegado
a esa decision a partir de otro tipo de consideraciones que no tienen, en
su origen, absolutamente ninguna conexién con e! problema de si el
mundo es o no finito,

Einstein ha hecho ver la necesidad de apartarse de la geometria
euclidiana y ha abordado los problemas cosmolégicos con base en su
teoria de la gravitacion. Con ello ha demostrado la posibilidad de un
mundo finito, estableciendo también la esencial compatibilidad de los
resultados de la astronomia con la suposicién de un mundo eliptico.

Podemos entonces decir que hemos constatado el caricter finito de
la realidad en dos direcciones, en la esfera de lo infinitamente pequefio
y en la de lo infinitamente grande. Podria ocurrir, nc obstante, que el
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lugar propio y justificado del infinito no sea la realidad, sino muestro
pensamiento. Y podria muy bien resultar que en éste el infinito asuma una
funcidén conceptual absolutamente imprescindible.

Nuestro objetivo en lo que sigue es examinar lo que ocurre en las
matematicas con este concepto. Plantearemos para ello el problema, en
primer lugar, en la esfera de lo que puede considerarse la criatura mas
pura e ingenua del espiritu humano, la teoria de los nlimeros.

Consideremos una cualquiera de entre la rica multitud de las
férmulas elementales. Por ejemplo,

P?+22+3%+ .. +n2=';—n(rz+l)(2rz+l).

n puede ser reemplazado en ella por cualquier nimerc enterc {por
ejemplo por el 2 o porel 5), por lo que esta formula contiene, en realidad,
una nfinidad de proposiciones. Es esto precisamente lo esencial de la
misma, ¥ es gracias a ello que puede representar la solucién de un
problema aritmético y requerir de un genuino argumento para su prueba,
mientras que cada una de las ecuaciones numeéricas especificas

12+23=%-2-3-5,

12+22+32+42+52=%-5- 6- 11,

puede ser verificada directamente ejecutando las operaciones apropiadas,
por 1o que ninguna de ellas tiene, por si misma, un interés esencial,

El a1l e importante método de los elementos ideales nos ofrece una
interpretacidn y una concepcién enteramente distintas del concepto de
infinito. Este método ha sido ya objeto de aplicaciones en la geometria
plana elemental. En ésta, los puntos y las rectas del plano constituyen los
inicos objetos reales originales y con una existencia verdadera, Para estos
objetos resulta vilido el axioma de conexidn: a través de dos puntos
cualesquiera pasa una y solamente una linea recta.

De esto altimo se obtiene como consecuencia que dos rectas se
1ntersectan a lo mas en un punto. Sin embargo, la proposicidén de que
dos rectas se intersectan siempre en un punto no es verdadera, pues
pueden muy bien ser paralelas.
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Como sabemos, es precisamente gracias a la introduccién de elemen-
tos 1deales, esto es, a la introduccidn de puntos al infinito y de una recta
al infinito que se logra que la proposicidén de que dos rectas se intersectan
stempre en un solo punto resulte universalmente valida.

Los elementos ideales “al infinito™ poseen la ventaja de simplificar
considerablemente el sistema de las leyes de conexién, permitiendo al
mismo tiempo una vision global del mismo. Por otra parte, es bien sabido
que la simetria entre punto y recta hace posible obtener en la geometria
un principio tan Gtil y fructifero como el de dualidad.

Otro ejemplo de la utilidad de los elementos ideales lo encontramos
en las magnitudes complejas ordinarias del algebra. Con ellas podemos
simplificar los teoremas relativos a la existencia y el nlimerc de raices de
una ecuacion.

Por lo demés y de igual manera que en la geometria se utiliza una
infinidad de lineas paralelas entre si para la definici6n de un punto 1deal,
también en la aritmética superior confluyen en un n#mero ideal ciertos
sistemas acerca de un infinito de nimeros. Posiblemente esta es la
aplicacion mas genial que se ha dado al principio de los elementos ideales
en las matematicas. Cuando algo como lo que acabamos de describir ha
ocurrido en general dentro de un campo algebraico es facil recuperar en
¢l las senallas y conocidas leyes de la divisibilidad para los enteros
1,2,3,4,...,conlocual nos hallariamos ya en el terreno de la aritmética
superior.

Ocupémonos ahora del analisis, que bien podria ser considerado
como la rama mas ingeniosa y mas refinadamente elaborada de las
matematicas. No es necesano sefialar aqui el papel absolutamente funda-
mental que en éi desempena el infinito. En cierto sentido, el anahsis
matematico no es sino una sinfonia del infinito.

Los enormes e impresionantes avances [levados a cabo en el calculo
infinitesimal descansan en gran medida en la operacién de sistemas
matematicos con una infinidad de elementos. Ahora bien, parecia bas-
tante natural identificar infinito con “muy grande”, por lo que no
tardaron en aparecer las primeras contradicciones, las 1lamadas paradojas
del calculo infinitesimal, en parte ya conocidas por los sofistas desde la
Antigiiedad.

Un logro de suma importancia en este sentido fue el reconocimiento
del hecho de que muchos principios validos para la esfera de lo finito,
vgr. que la parte es siempre menor que el todo, la existencia de un minimo
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¥ un maximo, la posibilidad de cambiar el orden de los sumandos o de
los factores, etc., no pueden trasladarse sin mas al ambito de lo infinito.

La elucidacion completa de todas estas cuestiones se debe, como va
he mencionado al inicio de mi exposicidén, a WeierstraR. En nuestros
dias, el andlisis representa, para el campo de estudio del que se ocupa,
una guia imprescindible, al mismo tiempo que una herramienta de
inmenso valor prictico para el manejo del infinito,

Sin embargo, por si solo el anilisis resulta insuficiente para propor-
cionarnos una vision de la méas profunda esencia del infinito. Esta visién
la encontramos maés bien en la teoria de conjuntos de Georg Cantor, una
disciplina mas cercana a un enfoque filsofico general que ubica todo el
complejo de problemas relativo al infinito en una nueva perspectiva. Lo
que aqui nos importa de ella es precisamente aquello que en verdad
constituye su niicleo fundamental, esto es, la teoria de los némeros transfi-
nitos. En mi opinién, el sistema de Cantor constituye no sélo la flor mas
admirable que el espiritu matematico ha producido, sino igualmente uno
de los logros mas elevados de la actividad intelectual humana en general.

S1quisieramos dar expresion en pocas palabras a la nueva concepcién
del infinito introducida por Cantor, podriamos decir lo siguiente. En e}
andlisis enfrentamos lo infinitamente pequefio y lo infinitamente grande
solamente como un concepto limite {Limesbegriff]— algo que se encuen-
tra en devenir, en surgimiento, algo que se esti generando—. En otras
palabras, en el anélisis hablamos del infinito como de un infinito potencal.
Pero el infinito verdadero, el infinito propiamente dicho es algo distinto.
Es precisamente éste al que nos enfrentamos cuando, por ejemplo,
consideramos la totalidad de los nlmeros enteros positivos
1,2,3,4,... como una unidad acabada, o cuando pensamos en los
puntos de un segmento como una totalidad de objetos que tenemos ante
nosotros como algo terminado. A esta forma del infinito se le conoce
como el infinito actual.

Frege y Dedekind, ambos grandes investigadores de los fundamentos
de las matematicas, recurren, cada uno por su parte, al infinito actual con
el objeto de dar a la aritmética una base puramente légica independiente
de toda intuicién y toda experiencia y de deducirla exclusivamente a
partir de ésta.

De hecho, en la teoria de Dedekind, los nimeros finitos no se
denivan de la intuicidn, sino que se obtienen puramente a partir de la
légica, haciendo uso esencial del concepto de conjunto infinite. El
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desarrollo sistemitico del concepto del infinito actual se debe, sin
embargo, a Cantor.

Examinemos con cuidado los dos ejemplos que hemos presentado.

1.1,2,3,4,...

2. los puntos del intervalo 0,1, o, lo que es lo mismo, la totalidad de
los niimeros reales entre 0 y L.

Lo mas natural pareceria considerarlos Gnicamente desde el punto
de vista de Ia cantidad de elementos que contienen [Vielheitsstandpunkt].
Sin embargg, si lo hacemos asi, podremos constatar los sorprendentes
resultados que hoy en dia todo matematico conoce.

Consideremos, por ejemplo, el conjunto de todos los nimeros
. : 11 2 1 3

racionales, esto es, el de todas las fracciones 35303047 07
Desde el punto de vista de la cantidad de elementos que contienen es
claro que este conjunto no es mayor que el de los niimeros enteros.
Decimos entonces que los racionales pueden enumerarse, esto es, que el
conjunto es numerable. Esto mismo es también valido para el conjunto
de los nimeros que resultan de extraer raices y, en general, para el de
todos los nlimeros algebraicos.

Algo similar ocurre con el segundo de nuestros ejemplos. En contra
de lo que podrian ser nuestras expectativas, el conjunto de todos los
puntos en un cuadrado o en un cubo tampoco es mayor, desde el punto
de vista de la cantidad de elementos que contienen, que el conjunto de
los puntos en el segmento de la recta que va de 0 a 1. Y exactamente lo
mismo pasa con el conjunto de Jas funciones continuas.

Alguien que se ve confrontado por primera ocasién con todos estos
hechos bien podria pensar que, en realidad, desde el punto de vista de la
cantidad de elementos, no existe sino un nico infinito. Sin embargo, no
es asi. _

De hecho, ya los conjuntos de nuestros ejemplos 1 y 2 no tienen,
como ahora se dice, “la misma potencia” [gleich michtig]. El segundo
conjunto no es numerable y es mayor que el primer conjunto. Es este
precisamente el punto en el que Cantor da inicio al vuelco caracteristico
en la formacién de sus ideas. Los puntos de la recta no pueden ser
enumerados a la manera usual, esto es, usando 1, 2, 3, ...

No obstante, una vez que hemos aceptado la existencia del infinito
actual, nuestra enumeracién no tiene por qué restringirse a esta forma de
contar; no hay razén alguna para terminar en ella. Después de haber
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contado 1, 2, 3,... podemos considerar los objetos ast enumerados como
un conjunto terminado infinito ordenado de esa manera. Designemos
ahora este orden, de acuerdo con su tipo y siguiendo a Cantor, con .

Nuestra enumeracion puede ahora continuar de manera natural con
@+1, ®+2... hasta ® + @ (esto es, hasta ® - 2) y seguir luego con
w-2+L,o0-2+2,0-2+3...,0-2+®=0" 3. Tendriamos mas
adelante w- 2, ®- 3, ©-4..., ® ® =0 o+ 1.... Podriamos con-
signar nuestros resultados en la siguiente tabla.

1,2,3,...
o,0+l,0+2,...
w-2,0-2+1,m-2+2,...
w-3,0-3+1,0-3+2,...

mz,m2+1,.”
m2+m,m2+w-2,m2+m- 3,...
mz-z,...

m2-2+co,...

m3,

m4,

@®,

Estos son los primeros niimeros cantorianos transfinitos, o, como
dice el mismo Canter, los nlimeros de la segunda clase. La manera de
llegar a ellos consiste entonces en llevar el procedimiento de conteo mas
alla [Hiniiberzihlen] del infinito numerable ordinario, esto es, en una
continuacidn natural, univocamente determinada y sistemitica de la
numeracién finita usual. Y asi como hasta ahora contibamos el primer
objeto de un conjunto, el segundo, el tercero,..., contamos ahora también
los objetos que siguen. Esto es, contamos el m-ésimo objeto del conjunto,
el @ + 1-ésimo, el ® + 2-ésimo, ... , el ©®®-&simo, etc.

Es evidente que la primera cuestion que se plantea en relacién a todo
ello es [a de s1 con estos ntmeros transfinitos es realmente posible contar
conjuntos que en el sentido usual del término no son numerables.
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Cantor ha logrado desarrollar con éxito estas ideas, dando forma a
una teoria de los nimeros transfinitos y a un calculo completo para los
mismos. De este modo ¥ como culminacién del trabajo conjunto de
Frege, Dedekind y Cantor, e! infinito alcanzaria vertiginosamente el
piniculo del éxito en las matematicas.

Sin embargo, la reaccién a todo ello no tardo en hacerse sentir y
asumid formas en extremo dramaticas. En realidad, todo ocurrid de
manera exactamente analoga a como habia sucedido en el caso del calculo
infinitesimal. El entusiasmo que los nuevos y fructuosos resultados
suscitaron entre los matematicos dio lugar a una actitud muy poco critica
en relacién a lIa validez de los modos de inferencia que los sustentaban.
Los principios v métodos utilizados para la formacién de conceptos
permitian el surgimiento de contradicciones. Las primeras inconsisten-
cias se presentaron de manera aislada, pero adquirieron gradualmente
mayor gravedad al surgir las llamadas paradojas de la teoria de conjuntos.
Fue, en especial, la contradiccién descubierta por Zermelo y Russell la
que, al ser dada a conocer al mundo matematico, tuvo précticamente el
efecto de una catistrofe en nuestra disaiplina.

A causa de estas paradojas, tanto Dedekind como Frege abandonan
la posicién que habian sustentado hasta entonces e inclusive la rama
misma de la investigacién que los habia ocupade por tanto tiempo. De
hecho, durante aitos Dedekind se mostré renuente a autorizar una nueva
edicion de su fundamental tratado Was sind und was sollen die Zablen?
[1888], mientras que Frege se vio obligado, como &l mismo reconoce en
una nota al final de los Grundgesetze der Arithmetik® [1893, 1903], a admitir
como errdnea la tendencia general de ésta, su obra mas importante.

A consecuencia de todo esto, también la teoria de los numeros
transfinitos de Cantor es objeto de'severos y apasionados ataques prove-
nientes de los mas diversos ambitos. La reaccidén es tan radical y en
ocasiones tan desmesurada que pone en tela de juicio muchos de los
conceptos fundamentales y muchas de las argumentaciones y los meétodos
méas importantes de las matemdticas, llegindose al grado de sugerir una
prohibicién total de sus aplicaciones.

Ciertamente no faltaron los defensores de lo que parecia derrum-
barse, pero las medidas de proteccién y las soluciones que sugieren son

L sQu# son y qué significan los mizmeros? [N. de T]
% Las leyes fundamentales de la aritmética [N. de T)]
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mas bien débiles, ademas de que se trata, en general, de llevarlos a la
practica en puntos que no siempre son los mas apropiados. Se ofrecen
demasiados remedios para las paradojas; pero los métodos de clarifica-
c16n propuestos distan de tener homogeneidad.

Lo primero que tenemos que hacer es percatarnos con toda claridad
que, a la larga, las paradojas nos colocan en una situacidn absolutamente
intolerable. Imaginemos simplemente lo que sucederia si en el paradigma
de verdad y confiabilidad cientificas que las matematicas representan, las
construcciones conceptuales y las inferencias que nos son familiares nos
condujeran a absurdos. ;En donde podriamos buscar la certeza y la verdad
s1 el pensamiento mateméitico mismo falla?

Por fortuna, existe una via enteramente satisfactoria que con absoluto
apego al espiritu de nuestra disciplina nos permite escapar de las paradojas.
Las consideraciones y las metas que orientan este camino son las siguientes.

1. Queremos examinar con todo cuidado aquellas construcciones
conceptuales y aquellos métodos de investigacién que enriquezcan a
nuestra disciplina, queremos cultivarlos, apoyarlos y servirnos de ellos
siempre que se presente la mas ligera posibilidad de obtener un resultado.
Nadie podra expulsarnos del paraiso que Cantor cred para nosotros.

2. Es absolutamente necesario alcanzar en los modos de inferencia
el mismo grado de seguridad que la que existe en la teorfa ordinaria
elemental de los niimeros, en la que todo el mundo confia plenamente
y en la que una paradoja 0 una contradiccién sélo pueden surgir por
nuestra falta de atencidn.

Es evidente que la realizacion cabal de estos fines sera posible sélo
si somos capaces de clarificar por completo la esendia del infinito.

Como anteriormente hemos visto, podemos recurrir a la ciencia que
queramos y llevar a cabo el tipo de observaciones y las experiencias que
deseemos sin encontrar nada a lo que podamos llamar infinito. En otras
palabras, en ninguna parte de la realidad existe el infinito. Pero, jes el
pensamiento de las cosas algo tan diverso de los eventos en los que estas
cosas intervienen? ;Se aleja el pensamiento tanto de la realidad? ;No
ocurre mas bien que cuando creemos conocer el infinito como algo en
algin sentido real s6lo nos dejamos engaiiar por el hecho de que en la
realidad ciertamente nos topamos con frecuencia tanto en la esfera de lo
grande como en la de lo pequefio con dimensiones tan inmensas? Y jno
estard fallando en alguna parte la inferencia légica concreta [das in-
haltliche logische Schliessen] y dejando de satisfacer nuestras expectativas
cuando la aplicameos 2 objetos o sucesos reales?
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La respuesta a esto {ltimo es definitivamente negativa. La deduccién
légica concreta es absolutamente indispensable. S6lo puede conducirnos
a errores cuando aceptamos construcciones conceptuales arbitrarias, en
particular aquellas que se aplican a una infinidad de objetos.

Lo que en tales casos sucede es que hemos usado de manera ilicita
la inferencia logica concreta, es decir, hemos hecho caso omiso de
condiciones previas y necesarias para su aplicacion.

Por lo demis, en esta observacion relativa a la existencia de condi-
ciones de aplicabilidad de tales deducciones e inferencias y de la necesidad
de su cumplimiento satisfactorio coincidimos plenamente con la filoso-
fia, en particular con Kant.

Kant nos ensefia, en efecto, en una de las partes centrales de su
filosofia, que las mateméticas poseen un contenido {Inhalt] propio
independiente de la 1égica, y que, en consecuencia, ésta no puede nunca
constituir por si sola un fundamento para aquéllas.

Se sigue de esto que los intentos de Frege y Dedekind estaban desde
un principic condenados al fracaso. La existencia de algo dado en la
representacion, de ciertos objetos extralogicos concretos, presentes intui
tivamente como, vivencia inmediata, previa a todo pensamiento, es una
condicidn necesaria para la aplicacién de las inferencias logicas y el
funcionamiento de las operaciones de este tipo.

Es necesario entonces, si es que hemos de tener a nuestra disposicidn
deducciones e inferencias logicas confiables, que los objetos sean suscep-
tibles de una visidn global completa de todas sus partes y que su presencia,
sus diferencias mutuas, su ordenacidn, su sucesion ¢ su concatenacidn
acompafie a los objetos, al mismo tiempo, como algo dado de manera
inmediata en la intuicién, como algo irreductible a cualquier otra cosa,
como algo que ya no requiere de ninguna reduccion.

Esta es la concepcion filoséfica fundamental que, en mi opinidn,
resulta necesaria no solo para las matematicas, sino también para todo
pensamiento, toda comprension y toda comunicacidn cientificos.

En el caso particular de las matematicas, ¢l objeto preciso de nuestro
examen lo constituyen los signos concretos mismos, cuya forma es, en
consonancia con el punto de vista que hemos adoptado, inmediatamente
clara y reconocible.

Recordemos nuevamente en qué consiste la teoria finitista usual de
los niimeros y cuales son sus métodos. Es claro que ésta puede obtenerse
por medio de una serie de consideraciones concretas intuitivas, recurrien-
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do exclusivamente a construcciones numéricas. Pero es también evidente
que las matematicas no se agotan en forma alguna en las ecuaciones
numeéricas y que tampoco pueden reducirse a éstas.

Sin embargo, podemos perfectamente defender la idea de que, en
realidad, las matematicas no son sino una especie de aparato que al ser
aplicado a nimeros enteros debe proporcionarnos siempre igualdades
numéricas verdaderas. El problema que en ese caso se plantea es el de
investigar [a construccion de ese aparato hasta el punto en el que toda
duda al respecto haya desaparecido.

Ahora bien, para lievar a cabo esta tarea no tenemos a nuestra
disposicién otros medios que el mismo enfoque concreto [konkret
inhaltliche Betrachtungsweise] y el mismo enfoque finitista del pen-
samiento que ya habiamos utilizado en la construccidn de la teoria de
los nlimeros para obtener las igualdades numéricas.

Esun hecho que tenemos la capacidad de satisfacer esta exigencia de
la ciencia, es decir, es posible obtener de manera puramente intuitiva y
finitista, tal y como ocurre con las verdades de la teoria de los niimeros,
aquellas ideas y aquellos resultados que garantizan la plena confiabilidad
del aparato matematico.

Ocupémonos ahora con mayor detalle de la teoria de los nlimeros

En esta teoria tenemos los numerales [Zahlzeichen]

L, 1L, 100, 1111,

A cada uno de estos numerales lo podemos reconocer por el hecho
de que al 1 siempre le sigue el 1. Estos numerales que estamos consi-
derando carecen de todo significado,

Pero ya en la teoria elemental de los niimeros necesitamos, ademéas
de estos signos, de otros con los que podamos expresar significades y que
nos sean Utiles para la comunicacién {por ejemplo, del signo 2 como
abreviatura de ll, de 3 como abreviatura de i, etc.). Nos serviremos,
ademas, de los signos +, =, >, y de otros para comunicar informacién.
Asi, wgr. 2+ 3 =3 + 2 nos hace saber que 2 + 3 y 3 + 2 son, en realidad,
tomando en cuenta las abreviaturas que estamos usando, el mismo
numeral, esto es, [llli. De manera analoga, podemos expresar con 3> 2
el hecho de que el signo 3, es decir, 1ll se extiende mas alla del signo 2,
esto es, que ll; 0 equivalentemente, que este ltimo es un segmento propio
del primero.
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Para expresar y comunicar nos serviremos también de las letras
gbticas 4, b, t para referirnos a numerales. De acuerdo con ello,

b>a

nos dice que el numeral b tiene mayor extension que el numeral a. De
manera similar,

a+b=b+na

solamente estaria expresando que & + b es el mismo numeral que b + a.
La correccién concreta de esta afirmacién puede ser demostrada mediante
inferencias materiales. -

Vemos entonces que con este tipo de tratamiento 1ntuitivo y CONCreto
es posible llegar bastante lejos.

Deseo presentar a continuacién un primer ejemplo en el que este
enfoque intuitivo se ve rebasado. Hasta ahora, el mayor niimero primo
conocido es

p=170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727

que consta de 39 digitos,

Si utilizamos el conocido procedimiento de Euclides, podemos
establecer con facilidad, y enteramente de conformidad con el enfoque
finitista que hemos adoptado, que entre p+ 1 y p ! + 1 existe un nuevo
niimero primo.

Esta Oltima afirmacién es también acorde a nuestro punto de vista
finitista, pues, la expresion “existe” no es aqui otra cosa que una
abreviatura del siguiente enunciado:

p+ 1 es primo, o p + 2 es primo,
op+3es primo,o... ,0p !+ 1es primo.

Ahora bien, es evidente que esta afirmacion resulta equivalente a:
existe un nimero prumo que es:

1. >p

Yy
2. <pl+1.
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A partir de esta formulacion podemos pasar a una proposicién que
expresa (nicamente una parte de la afirmacién euclidiana, esto es,

existe un numero primo > P .

Sin embargo, aunque desde el punto de vista concreto este enunciado
afirma mucho menos que el anterior, y aunque el paso de la afirmacién
euclidiana a este enunciado parcial de la misma parezca tan inocuo, su
afirmacién independiente del contexto anterior significa un salto a la
esfera de lo transfinito. ;Cémo puede ser esto?

Lo que tenemos frente a nosotros es un enunciado existencial [de la
forma] “existe”. En la proposicidn euclidiana también apareceria una
afirmacidn de esta indole. Pero aqui, la expresién “existe” no es otra cosa
que una abreviatura de

p+1esprimo, o p+ 2 es primo,
op+3esprimo,c...,op!+1es primo.

del mismo modo que decimos: entre estos trozos de gis existe uno que
es 10jo, en lugar de decir: este trozo de gis es rojo o ese trozo de gis es
rojo o...0 aquel trozo de gis es rojo. Un enunciado de este tipo, en el que
se afirma que en una totalidad finita “existe” un objeto con una cierta
propiedad, se encuentra en completa conformidad con la concepcién
general finitista que hemos aceptado.

La expresion

P+ lesprimo,oPp+2es primo, 0P+ 3 es primo, o ... 44 inf.

seria una especie de producto’ logico infinito. Pero al igual que ocurre
en el anilists, una transicién de este tipo de lo finito a lo infinito no
puede aceptarse en general, esto es, sin una discusion especial previa —y,
en este caso, sin una observacion rigurosa de ciertas precauciones—; de
otro modo carece, en principio, de sentido.

Pedemos generalizar lo anterior diciendo que un enunciado existen-
cial de la forma “existe un nimero con tales y cuales propiedades™
Unicamente tiene sentido como enunciado parcial, es decir, como parte de
un enunciado determinado con mayor particularidad y cuyo contenido
exacto carece, sin embargo, de importancia para muchas aplicaciones.

3 Mis bien disvuncién. [N. de T.]
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De esta manera, nos topamos con el transfinito al analizar un
enunciado existencial que no puede interpretarse como una disyuncion®,
Obtenemos igualmente enunciados transfinitos cuando por ejemplo
negamos una proposicién universal, esto es, una proposicidén que se
refiere a numerales indeterminados. Asi, por ejemplo, desde el punto de
vista finitista, el enunciado de que, para cualquier numeral &,

a+1=1+48

no es suscepteble de negacion.

Podemos explicarnos esta situacién si tenemos presente que el
enunciado no puede ser interpretado como una expresiéon compuesta de
un nimero infinito de igualdades numeéricas conectadas por la palabra
“y”, sino que debe serlo como juicio hipotético que afirma algo con tal
de que dispongamos ya de un numeral.

Una consecuencia importante de esto es que, de acuerdo con la
perspectiva finitista que estamos discutiendo, nos encontramos imposi-
bilitados para utilizar el principio seglin el cual una ecuacién como [a
anterior, en la que aparece un numeral no especificado es, o bien
satisfecha por todos y cada uno de los numerales, o bien refutada por un
contraejemplo. En efecto, esta alternativa descansa esencialmente, en
tanto que aplicacién del principio del tercero excluido, en la suposicién
de que la validez general de esa igualdad puede ser negada.

Podemos concluir entonces que cuando permanecemos, tal y como
estamos obligados a hacerlo, en la esfera de los enunciados finitos,
dependemos de relaciones logicas poco claras, y esta ausencia de claridad
se convierte en algo intolerable cuando el “todos™ y el “existe” se
combinan en enunciados subordinados. Como sea, las leyes logicas
utilizadas por e! ser humano desde que éste tiene la capacidad de pensar
y que Aristoteles nos ha ensefiado no tienen aqui validez,

Asi las cosas, podriamos proponernoes como tarea inicial la determi-
nacién explicita de las leyes logicas que son validas para la esfera de las

* El texto aleman dice “Wir stoflen also hier auf das Transfinite durch Zerlegung einer
existentialen Aussage, die sich nicht als eine Oder-Verkniipfung deuten [ifit”. En la version
de 1930 publicada en los Grundlagen der Geometrie, Hilbert corrige Ia frase: “Wir stofen also
hier auf das Transfinite durch Zerlegung ciner existentialen Aussage in Teile, deren keiner
sich als nicht eine Oder-Verkniipfung deuten 1if{”. Es decir: “nos topamos con el transfinito
al analizar un enunciado existencial, ninguna de cuyas partes puede interpretarse como una
disvuncion™. [N. de T.]
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proposiciones finitarias. Sin embargo, esto no bastaria, pues, en realidad,
lo que no queremos es precisamente renunciar al uso de las sencillas leyes
de la légica aristotélica, y nadie, no importa que tan persuasivamente
argumente, podra impedir que los hombres continfien negando afirmacio-
nes de todo tipo, haciendo juicios parciales y aplicando el principio del
tercero excluido. Pero entonces ;cual debe ser nuestra actitud?

Recordemos, en primer lugar, que somos matemdticos v que, en cuanto
tales, nos hemes encontrado ya, con frecuencia, en situaciones igualmente
dificiles. Recordemos, ademas, que ha sido el genial método de los
elementos ideales el que en tales circunstancias nos ha salvado. He
mencionado ya, al comienzo de mi exposicién, algunos ejemplos notables
de su aplicacién.

De manera exactamente analoga a como 7 = V=1 ha sido introducido
con el objeto de mantener en su forma mas sencilla posible las leyes del
algebra, por ejemplo, las relativas a la existencia y al niimero de raices de
una ecuacion, ast como introducimos factores ideales con el fin de
preservar la sencillez de las leyes de la divisibilidad entre los numeros
algebraicos (por ejemplo, hemos introducido un divisor comiin ideal para
los ndimeros 2y 1 + ‘/p—_S al no existir uno real), tenemos ahora que afadir
a los enunciados finitos los enunciados ideales, conservando de este modo las
reglas de la l6gica aristotélica en su simplicidad original.

En realidad, no deja de ser extrafio que los principios deductivos que
Kronecker ataca con tanta pasion sean precisamente la contraparte de lo
que después ¢! mismo, en la teoria de los niimeros, encuentra tan
admirable en la obra de Kummer, y que califica con tanto entusiasmo
como ei logro mas elevado de lz actividad matematica.

Pero jcémo podemos llegar a los enunciados ideales? Una indicacidén
notable de la esencial correccidn de nuestro procedimiento es el hecho
de que la via para llegar a esos enunciados consista simple v sencillamente
en continuar de manera natural y consecuente el desarrollo seguido por
la teorfa de los fundamentos de las matematicas.

Es facil constatar que la matematica elemental va mis alla de la
perspectiva que adopta la teorfa intuitiva de los nGmeros. Es decir, el
meétodo de calcular algebraicamente con letras no es, en la forma en la
que hasta ahora lo hemos interpretado, algo que forme parte de la teoria
concreta intuitiva de los nimeros [inhaltlich-anschauliche Zahlentheo-
rie]. En ésta, las férmulas se utilizan siempre tnica y exclusivamente con
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fines de comunicacion; las letras se refieren a numerales v una 1gualdad
no expresa sino la identidad de dos signos.

Por el contrario, en el algebra, consideramos a las expresiones
formadas por letras como algo auténomo, al tiempo que los enunciados
concretos de la teoria de los niimeros son formalizados precisamente por
esas expresiones.

Asi, en lugar de enunciados acerca de numerales, tenemos formulas,
presentindose éstas ahora como objetos concretos de nuestra intuicion;
v, en lugar de las demostraciones concretas de la teoria de los nimeros
[inhaltlich zahlentheoretische Beweise] tenemos ahora la derivacién de
una férmula a partir de otra de acuerdo con clertas reglas.

Lo que obtenemos entonces es, como lo muestra ya el algebra, una
multiplicacidén de los objetos finitos. Hasta ahora, estos objetos no eran
otros que numerales como 1, L, ..., lllll, Estos signos eran, ademas, los
unicos que habian sido objeto de una consideracion concreta, Pero ya en
el algebra la praxis matematica va mucho mas lejos de eso. Asi, aun
cuando un enunciado resulte permisible de acuerdo con nuestro enfoque
finitista en conjuncidn con las indicaciones concretas, como, por ejem-
plo, [a proposicion

a+h=b+a,

donde a v b son numerales especificos, la forma de comunicacién que
utilizaremos no sera ésta, sino

at+bk=b+a.

Esta férmula no es ya la comunicacién inmediata de un contenido
[Inhalt], sino tan sblo una construccion formal cuya relacidn con los
enunciados finitistas orginales

2+3=3+2
5+7=7+5

consiste en que en la primera formula los numerales 2, 3, 5, 7 reemplazan
aa y b, estableciéndose con ello, por medio de este sencillo procedimiento
demostrativo, tales enunciados finitistas particulares,

De este modo, entonces, podemos concluir que ni 4, n1 4, n1 =, ni
+, ni siquiera la férmula
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a+b=b+a

poseen, por si mismos, ningln significado, que ocurre con ellos a este
respecto lo mismo que con los numerales. Sin embargo, a partir de esa f6r-
mula es posible derivar otras férmulas a las que si podemos asignar un sig-
nificado, considerindolas como comunicaciones de enunciados finitistas,

La generalizacidn de esta idea nos lleva a una concepcién de las
matematicas que considera a éstas como un inventario de formulas a las
que corresponden, en primer lugar, expresiones concretas de enunciados
finitistas y a las que se afladen, en segundo, otras férmulas que carecen
de todo significado y que constituyen los objetos ideales de nuestra teoria.

Recordemos ahora cual era nuestro objetivo. Por una parte, encon-
tramos en las matematicas enunciados finitistas que no contienen sino
numerales. Por ejemplo,

3>2, 2+3=3+2, 2=3, 1=£1.

De acuerdo con nuestro enfoque finitista, estos enunciados se
presentan como algo inmediatamente intuitivo y comprensible, como
algo susceptible de ser negado, que es verdadero o falso, y en relacién a
lo cual podemos hacer valer sin ninguna clase de restricciones las reglas
de la ldgica anstotélica. El pnincipio de no contradicci6n —esto es, un
enunciado y su negacién no pueden ser a la vez verdaderos— y el del
“tercero excluido” —es decir, o bien un enunciado es verdadero o lo es
su negacidn— son aqui validos. Asi, s1 digo que este enunciado es falso,
esto resulta equivalente a afirmar que su negacién es verdadera.

Ademas de estos enunciados elementales zbsolutamente no pro-
blemdticos, encontramos enunciados finitistas que st lo son, por ejemplo
aquellos que no se pueden descomponer en enunciados mas simples. Por
Gltimo, hemos introducido también los enunciados ideales, cuya funcién
consiste en preservar la validez de las leyes usuales de la 1égica.

Ahoran bien, en tanto que no expresan afirmaciones finitistas, los
enunciados ideales, esto es, las férmulas, carecen de todo significado, por
lo que no podemos aplicarles las operaciones l6gicas de manera concreta
[inhaltlich] como a los enunciados finitistas. Se hace entonces necesario
someter a un proceso de formalizacidén tanto a las operaciones logicas
como a las demostraciones mismas. Pero este proceso requiere, a su vez,
de una reformulacion de las relaciones logicas en férmulas. Por esta razdn
necesitamos, aparte de los signos matematicos, signos logicos, v.g7,
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& Vv 3 —
¥ 0 implica no

Ademas de variables matematicas &, 2, ¢, ... necesitamos de variables
t6gicas, esto es, de variables enunciativas 4, B, C, ... .

{Como podemos lograr todo esto? En la historia de la ciencia es
posible observar con frecuencia la existencia de una especie de armonia
preestablecida a la que se debe una serie de desarrollos del conocimiento
de gran :mportancia. Es precisamente esa armonia de la que Einstein, por
ejemplo, saca provecho en su teoria de la gravitacién al encontrar como
algo dado en forma ya acabada el calculo general de invariantes. Por
fortuna, esa misma armonia se pone de manifiesto en relacién a nuestra
problematica, permitiéndonos hallar como algo ya elaborado de manera
avanzada el adleulo Isgico.

Es evidente, por lo demaés, que este calculo se crea originalmente en
el marco de una perspectiva completamente diferente a la nuestra, De
acuerdo con ese enfoque, los signos del cilculo légico se introducen
exclusivamente como un medio de comunicacién. Resulta consecuente
con el curso que hemos seguido despojar ahora a los signos légicos, lo
mismo que a los signos matematicos de cualquier tipo de significado.
Seglin esto, las formulas del calculo logico no poseen absolutamente
ningan significado; todos ellos son ahora enunciados ideales.

En el calculo logico contamos con un lenguaje de signos [Zeichen-
sprache] con la capacidad no sdlo de dar cuenta en férmulas de las
proposiciones de las matematicas, sino igualmente de expresar por medio
de procesos formales las inferencias légicas.

Procediendo de manera exactamente andloga al paso de la teoria
concreta de los niimeros al dlgebra formal, consideraremos ahora a los
signos ¥ a los simbolos de operacién del cilculo légico como algo
desprovisto de su significado concreto. En lugar de [a ciencia matematica
concreta [inhaltliche mathematische Wissenschaft], lo que en dltimo
término obtenemos con todo ello es un inventario de férmulas que
contienen signos tanto légicos como matematicos, y que se ordenan
segun reglas definidas. Algunas de estas férmulas corresponden a los
axiomas matematicos, y ctertas reglas {de acr.erdo con las cuales ciertas
férmulas siguen a otras) corresponden a la inferencia concreta. En otras
palabras, Ia inferencia concreta es reemplazada por un manejo externo
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[dusseres Handeln]” segiin reglas. Con ello se realiza de manera estricta
el transito de un traramiento intuitivo e ingenuo a uno formal.

Por una parte, esta transicién se lleva a cabo con los axiomas mismos,
considerados ingenuamente en su origen como verdades basicas y a los
cuales la axiomatica moderna concibe desde hace mucho como meras
interrelaciones de conceptos. Por la otra, sin embargo, la transicion tiene
lugar también en relacion al cileulo logico, originalmente pensado como
un simple lenguaje diferente.

Como ejemplo, bastara aclarar aqui brevemente Ia manera en la que
ha de formalizarse la demostracién matemitica.

Llamaremos axiomas a ciertas férmulas que sirven como punto de
partida para la construccién del edificto formal de las matematicas. Una
demostracién matemaética es una figura que se presenta ante nosotros
como algo intuitivo, Consiste de inferencias llevadas a cabo de acuerdo
con el esquema

&
S>> T

T

en la que cada una de las premisas, esto es, de las férmulas que
corresponden 2 &y a® — Tes o bien un axioma o resulta de un axioma
por sustitucidon o coincide con la formula final de una inferencia previa
o resulta de una férmula de ese tipo por sustitucién. Una férmula es
demostrable si es la férmula iltima de alguna demostracién.

El programa gue hemos enunciado prefigura ya la eleccién de los
axiomas de nuestra teoria de la demostracién. Y aunque hay algo de
arbitrariedad en tal eleccién, es posible, como en la geometria, distinguir
grupos particulares cualitativamente diversos, de los que ahora ofrecere-
mos algunos ejemplos.

I.  Axiomas de implicacion
A—=>{(B->A4)

(introduccion de una suposicion)

3 Esto es, un manejo formal. [N. de T.]
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(BoC)o>{(A>B)>(A->C)}
(eliminacién de un enunciado)

II.  Axiomas de la negacién

{A—->(B&B)}—>4
(principio de contradiccion)

A — A
(principio de la doble negacién).

{Del principio de contradiccidén se  sigue la  foérmula
(A &.A) — B;ydel principio de la doble negacién se sigue el principio
del tercero excluido {( A —>B)&{A - B)} > B

Los axiomas de los grupos I y II no son, en realidad, otros que los
del cilculo de enunciados.

III. Axiomas de transfinitud

(@) A(a) >A(b)

(inferencia de lo universal a lo particular; axioma de Aristételes);

(@) A > (Ea) A (a)

(st un predicado no se aplica a todos los individuos,
hay un contraejemplo});

(Ea)A—{a) A (D)

(s1 no hay un individuo al que un enunciado se aplique, entonces el
enunciado es falso para toda 4).

En relacion a los principios del grupo de axiomas III se pone de
manifiesto una situacién por demas notable, a saber, que todos los
axiomas transfinitos pueden obtenerse por derivacidn a partir de uno
solo y que éste posee la caracteristica de contener el nicleo fundamental

% El texto entre paréntesis cuadrados es un afadido de la tercera versién de 1930. [N. de T.]
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del axioma matematico que més ha provocado controversias en nuestra
disciplina, el axioma de eleccion:

Afa) > (e A),

donde & es la funcidn de eleccién transfinita,
A ellos se agregan los axiomas matematicos especiales:

IV.  Axiomas de la igualdad
a=a;
a=b—(A@) > A()),

¥ también los

V. Axiomas numéricos
a+1%#0

y el axioma de induccién completa:
M(0)&(x)(A(x)>A(2°))} 2 A(a)’

Con todos estos axiomas es posible desarrollar una teoria de la
demostracion que se ajuste a las exigencias que hemos delineado y erigir
un sistema de las formulas demostrables, es decir, la ciencia matematica.

Pero en nuestro entusiasmo por el éxito que en general hemos
obtenido y, en particular, por contar con una herramienta tan Imprescin-
dible como el calculo légico como algo ya dado, no debemos de ninguna
manera perder de vista un requisito previo para nuestro proceder y
esencial al mismo. Existe una condicién tnica, aungue absolutamente
necesaria, para la aplicacién del método de los elementos ideales, a saber,
la pruckha de consistencia.

La extensién por medio de la adicién de ideales es licita y permisible
solamente cuando con ello no se provoca el surgimiento de contradic-
ciones en el dominio original, ¥, €n consecuencia, unicamente si al
suprimir los elementos ideales, las relaciones gue resultan para los
elementos originales son vilidas en la esfera onginal.

7 Esta formula no aparece en [a edicion de 1925, Hilbert la afiade, sin embargo, en 1930.
[N. de T]
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Es un hecho que en la actualidad estamos en grado de plantearnos
y abordar este problema de la consistencia. Es evidente que éste se reduce
a mostrar que con los axiomas y reglas admitidos es imposible obtener
“1#1” como la férmula final, es decir, que la férmula “1 # 17 no es
demostrable.

La dificultad a la que aqui nos enfrentamos se ubica fundamental-
mente en la esfera de lo intuitivo, y ocurre con ella lo mismo que,
digamos, en la teoria concreta de los nimeros con el problema del caricter
irracional de ‘\{7, esto es, con la demostracion de que es imposible
encontrar dos numerales a y b que se encuentren en la relacidén
a% = 2b % en otras palabras, que es imposible hallar dos ndimeros con una
cierta propiedad. En correspondencia con ello, lo que nosotros tenemos
que demostrar ahora es que no puede haber una demostracién que exhiba
clertas caracteristicas.

Al igual que un numeral, una demostracién formalizada es un cbjeto
concreto v susceptible de inspeccién, es algo que podemos comunicar
por completo. Que una férmula final tenga la caracteristica en cuestion,
esto es, que sea “1 # 17 constituye también una propiedad concreta y
constatable de una demostracion. Ahora bien, la prueba de su imposibili-
dad es algo que realmente podemos llevar a cabo y que justifica la
introduccién que hemos hecho de enunciados 1deales.

Al mismo tiempo, lo anterior nos ofrece la grata sorpresa de
constituir también la solucién de un problema que se habia convertido
desde hace tiempo en algo verdaderamente perentorio, el de la de-
mostracidn de la consistencia de los axiomas de la aritmética.

La aplicacion del método axiomatico plantea de manera natural la
cuestion de la consistencia. La eleccidn, la interpretacién y el manejo de
los axiomas no pueden estar basadas simplemente en la buena fe y en lo
que nuestras creencias nos indiquen. Tanto en la geometria como en la
fisica es posible dar pruebas de consistencia relativa, esto es, de reducir
el problema de la consistencia en esas esferas a la consistencia de los
axiomas de la aritmética. Pero es evidente que no tiene sentido buscar
una demostracion de ese tipo para la aritmética misma.

En la medida en la que nuestra teoria de la demostracién, basada en
el método de los elementos ideales, hace posible este Giltimo y decisivo
paso, constituye una especie de punto final y necesario en la construcciéon
del edificio de la teoria axiomatica. Y lo que ya hemos tenido que padecer
en dos ocasiones, primero con las paradojas del cilculo infinitesimal v
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luege con las paradojas de la teotia de conjuntos no podra pasarnos una
tercera vez, no volverd a pasar nunca.

Podemos decir, entonces, que la teoria de la demostracién, cuyos
rasgos principales acabamos de bosquejar, no sbélo se encuentra en
condiciones de dar una base firme y segura a las matematicas, sino que
abre también una via novedosa para abordar los problemas generales de
caricter fundamental que caen dentro del dominio de nuestra disciplina
y a los que antes no podiamos abocarnos.

Las matematicas se convierten asi en una especie de tribunal superior,
esto es, en un tribunal de suprema instancia para la evaluacién y
resolucidén de cuestiones de principio, siempre sobre una base concreta
en relac16n a la cual es no sélo posible un consenso, sino al mismo tiempo
un control de cada afirmacidn.

En mi opinidn, inclusive los planteamientos del “intuicionismo”,
no importa qué tan modestos sean, pueden adquirir su justificacion
iinicamente ante este tribunal.

A manera de ejemplo del tratamiento de este tipo de cuestiones
fundamentales, consideremos la tesis de que todo problema en las
matematicas posee una solucion. Esta suposicién es compartida por
todos los matematicos. De hecho, una parte muy mportante del
atractivo que puede tener para nosotros la ocupacién con un problema
en las matematicas reside precisamente en que de alguna manera es-
cuchamos una especie de llamado: “Alli tienes el problema. ;Busca la
solucion! Puedes hallarla con la sola ayuda del pensamiento; jen las
matematicas no hay ignorabimus™®!

Ciertamente, la teorfa de la demostracién no puede proporcionar
un método general para resolver todos los problemas matematicos. No
existe algo de este tipo. Sin embargo, lo que si cae dentro del campo de
accién de nuestra teoria es la prueba misma de la consistencia de la
suposicion del caricter resoluble de todo problema matematico.

Pero me gustaria argumentar todavia como sigue. La prueba definitiva
para la evaluacidn de cualquier teoria nueva la constituye su capacidad para

® Hilbert se refiere aqui 2 la posicién de Emil duBois-Reymond acerca de ia limitacién
esencial de la razdn humana en el conocimiento de la naturaleza v, particularmente, a sn
imposibilidad para resobver ciertos problemas (materta, fuerza, origen del movimientoe,
conctencia, etc.). DuBois-Reymond resumia sus ideas en la afirmacién [groramus et iz
norabimzs (ignoramos e ignoraremos). [N. de T.]
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resolver problemas planteados antes de que ella existiera, problemas cuya
solucion no formaba parte de las razones especificas para crearla. “Por sus
frutos los conoceréis” es también un principio valido para las teorias. Asi,
inmediatamente después de que Cantor descubre los primeros niumeros
transfinitos, esto es, los nlimeros de la segunda clase, se plantea el problema
de determinar si realmente es posible contar con tales nimeros conjuntos
ya conocidos y que en un sentido normal no son numerables.

Uno de estos conjuntos es evidentemente ¢l de los puntos de la recta.
La cuestidn de s1los nimeros de la tabla que hemos formulado anterior-
mente bastan para contar los puntos de la recta, es decir, los nimeros
reales, constituye el célebre problema del continuo, que Cantor mismo
plantea, pero no resuelve. Al principio, algunos matematicos creyeron
poder desembarazarse de este problema simplemente negando su existen-
cia. Los puntos que a continuacién sefialamos muestran claramente lo
equivocado de tal actitud.

El problema que el continuo plantea se caracteriza por su originalidad
y su belleza interna. Pero, ademas, posee en relacién a otros problemas
también célebres en las mateméticas dos rasgos distintivos v preeminentes.
Por una parte, su solucidn requiere de vias alternativas y novedosas, puesto
que los métodos conocidos fallan en este caso; por la otra, su solucién
resulta por si misma de mayor interés en vista del resultado a obtener.

La solucion del problema del continuo es algo que puede realizarse
con la teoria que hemos desarrollado. De hecho, ia prueba de que todo
problema matematico tiene una solucidn representa precisamente el
primer paso de importancia en esa direccibén.

La respuesta al problema del continuo es afirmativa, esto es, los puntos
de una recta pueden ser contados por medic de nimeros de la segunda
clase. O para decirlo en forma popular, que un simple conteo que se
extiende mas alla del infinito numerable [ein blosses Hiniiberzihlen tiber
das abzihlbare unendlich] basta para agotar los puntos de la recta.
Llamaremos a esta afirmacion el teorema del continuo. Lo que sigue es una
breve exposicion de las ideas basicas de una demostracion del mismo.

En lugar del conjunto de los nimeros reales consideraremos algo
que es evidentemente equivalente, el conjunto de las funciones numéricas,
esto es, el de las funciones cuyos argumentos y valores son siempre
numeros enteros. _

S1 queremos ordenar el conjunto de estas funciones en el sentido
requerido por el problema del continuo, es necesario hacer referencia al
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proceso de generacidon de una funcién individual. Sin embargo, una
funcidén de un solo argumento puede estar definida de tal manera que
los valores que tome para algunos argumentos, ¢ para todos ellos,
dependa en cada caso de la solucidn de alglin problema matematico bien
definido, por ejemplo, de la solucién de ciertos problemas diofantinos
o de la existencia de nmeros primos con determinadas caracteristicas, o
de la cuestidon de s1 un nimero dado (digamos 2 2) es irracional.

Precisamente para evitar esta dificultad podemos recurrir a la afir-
macion mencionada con anterioridad acerca de la solubilidad de cual-
quier problema matematico bien definido. En realidad, esta afirmacién
no es otra cosa que un lema general que se ubica en un ambito al que
podemos llamar metamatemdtica, es decir, en la esfera de la teoria concreta
de las demostraciones formalizadas [inhaltliche Theorie der formalisier-
ten Beweise]. Podemos formular como sigue la parte de ese lema que
resulta de importancia para nosotros.

LEMA L. Supongamos que tenemos una version formalizada de una
demostracién que contradice el teorema del continuo y que esa formali-
zac16n ha sido llevada a cabo por medio de funciones que requieren para
su definicidén del signo transfinito & {grupo Il de axiomas). Resulta
entonces posible sustituir esas funciones por otras, definidas exclusi-
vamente por Tecursién ordinaria y transfinita y sin apelar al signo g, de
tal manera que lo transfinito sélo aparece en la forma del cuantificador
universal, { ).

El desarrollo cabal de la teoria de la demostracion requiere, sin
embargo, de ciertas estipulaciones de las que ahora nos ocuparemos.

Para los enunciados variables [variable Aussagen] (férmulas indetermi-
nadas) utilizaremos siempre letras latinas maytisculas, mientras que para
los enunciados constantes [individuelle Aussagen] (férmulas especificas),
nos serviremos de letras griegas mayusculas. Asi, por ejemplo,

Z (a): “a es un numero entero ordinario™;

N () : “a es un nlmero de la segunda clase”.

Para las wariables matemditicas se utilizaran siempre letras latinas
minlsculas, mientras que para los obyetos matemdticos constantes (funciones
especificas) recurriremos a las letras griegas min{isculas.

En relaci6n al procedimiento de sustifucion seran validas las siguientes
convenciones generales.

Las variables enunciativas [Aussagenvariable] deben ser sustituidas
Unicamente por otros enunciados {formulas) indeterminados ¢ constantes,
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Una variable matematica puede ser sustituida por una figura [Figur]
cualquiera. Sin embargo, cuando una variable matematica aparece en una
férmula, el enunciado constante que caracteriza su tipo debe aparecer
antes del signo de implicacién. Por ejemplo,

Z(a)—>{.a.),
N@—-(.a.).

Nuestra convencion tiene el efecto de que, por ejemplo, en lugar de
aen Z(a) o en N () Ginicamente sean permisibles las sustituciones de
esta variable por niimeros ordinarios o por niimeros de la segunda clase,
respectivamente,

Las letras goticas maylsculas y mintsculas son siempre indicadores
[Hinweise] y se utilizan exclusivamente para comunicar informacién.

Es necesario dejar en claro que por “figura” estamos entendiendo
aqui un objeto compuesto a partir de signos primitivos y que se presenta
ante nosotros como algo intuitivo.

Para tener una idea completa de la linea que sigue la demostracién
del teorema del continuo es indispensable ante todo una comprension
precisa del concepto de variable matemitica en su acepcién mas general,

Las variables matemaéticas son de dos clases:

(1) las variables primitivas [Grundvariablen),
(2} los tipos variables [Variablentypen].

(1) Mientras que en la aritmética y el anilisis en su totalidad es
suficiente contar con los nitmeros enteros ordinarios como Gnicas
variables primitivas, tenemos zhora que a cada una de las clases numéricas
transfinitas de Cantor le corresponde una variable primitiva que puede
adoptar la forma de niimeros ordinales de esa clase. En consecuencia, a
cada una de esas variables se encuentra asociado un enunciado que la
caracteriza. Este enunciado se encuentra a su vez caracterizado de manera
implicita por los axiomas. Por ejemplo,

Z[O)’
Z2{a)>Z(a+1),
{AQ & @ A@)>A@+1))} - { Z(4) - Aq) }

(férmula de la induccién normal)
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N(O)l
N (2) = N(a+1),
(M {Z(x) >N(a)} > Nlima(n);

y ademas la formula de la induccion transfinita para los nimeros de [a
segunda clase.

A cada clase de variables primitivas corresponde un tipo especifico
de recursidén. Por medio de ésta pueden definirse funciones cuyos
argumentos son precisamente las variables primitivas de esa clase. La
recursion asociada a las variables numéricas no es otra que la “recursion
ordinaria”, Por medio de ella, una funcién de una variable numérica »
se encuentra definida cuando se da su valor para #» = 0 y se especifica
cbmo puede obtenerse el valor de la funcidn para # + 1 a partir del valor
para z. La generalizaci6n de la recursion usual es la recursion transfinita,
cuyo principio general consiste en la determinacidén del valer de Ia
funcién para un valor de la variable recurriendo a los valores anteriores
de esa misma funcidn.

(2) A partir de las variables primitivas obtenemos por aplicacién
de las operaciones 16gicas a los enunciados asociados con esas varables
otros tipos variable, z.gr. Z y N. Las variables definidas de esta manera
se llaman tipo; variable, mientras que los enunciados asi definidos
reciben el nombre de enwnciados tipo [Typenaussagen]. Para estos tltimos
se introducen cada vez nuevos signos constantes. La férmula

(@ {Z(@)—>Z(f(a) }

constituye el ejemplo mas sencillo de un tipo variable. Es decir, esta
formula define la variable funcional £ y, en tanto que enunciado tipo,
es denotada por @ ( f), “ser una funcién”.

Otro ejemplo nos lo ofrece la férmula

(DO >Z5(N) ]

Esta expresion define la propiedad de “ser una funcién de funcién”,
¥ ( g), en la que el argumento g representa la nueva variable de funcién

de funcién’.

9 sz -r . .o -
“Funcion de funcidén” se refiere 2 upa “funcionzl” y no a una “composicién de funciones”.
[N. de T]
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Para la caracterizacién de los tipos variables superiores es necesario
proveer de indices a los enunciados tipo. Un enunciado tipo que consta
va de un indice se define recursivamente, de tal modo que ensu definicion
aparezca ahora en lugar de la igualdad (=) la equivalencia logica (~ ).

Tanto en la aritmética como en el anilisis, las Unicas variables
superiores que se utilizan, en interaccion finita son: las funciones, las
funciones de funcidn, etc.

Un tipo variable que va mas alld de estos sencillos ejemplos nos lo
ofrece la variable g que asocia un valor numérico g(fz ) a cualquier
sucesién fr que consista de

una funcién £1 de un nimero entero: P ( f1);
una funcién de funcidon f2: ¥ (f2);

una funcién f3 de una funcién de funcidn;
etc.

Podemos representar el enunciado tipo correspondiente, P { &),
por medio de las siguientes equivalencias:

Oof(a)~Z(a),
Dt {A~({®(E)Y>Z(f(F)},
(Dm(g)”{(”')@n(ﬁf)‘*z(g(f))};

que constituyen igualmente un ejemplo de la definicién recursiva de un
enunciado tipo. |

Los tipos variable pueden clasificarse de acuerdo con su nivel
[Hohe]'°. En el nivel 0 se encuentran todas las constantes numéricas; en
el nivel 1, todas las funciones cuyos argumentos y valores poseen en su
totalidad la propiedad de una variable primitiva, por ejemplo, la pro-
piedad Z o la propiedad N. Una funcién cuyo argumento y cuyo valor
poseen un nivel determinado es de un nivel superior en 1 que el del mayor
de esos dos niveles de su argumento y su valor. Una sucesién de funciones
de distintos niveles tiene como nivel el limite de esos niveles.

Una vez realizados estos preparativos podemos retomar nuestro
problema original. Recordemos que para la prueba del teorema del

1 14 traduccién literal de la palabra Hébe es "altura™ Utilizamos la palabra “nivel” por
considerarla mas adecuada. [N. de T.]
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continuo resuita esencial establecer una correspondencia biunivoca entre
las definiciones de las funciones numéricas en las que no aparece el
simbolo £ y los nlimeros cantorianos de la segunda clase, o bien establecer
una correspondencia de tal modo que toda funcién de ese tipo resulte
asociada al menos a un nlimero de la segunda clase.

Es evidente que los mecanismos elementales para la construccién de
funciones son, por una parte, la sustitucion {es decir, el reemplazo de un
argumento por una nueva variable o una nueva funcidn) y la recursion
(segun el esquema de denivar el valor de la funcién para # + 1 a partir de
su valor para »).

Podria pensarse que a estos dos procedimientos, sustitucién y
recursién, deberian agregarse otros métodos elementales de definicién,
por ejemplo, la definicidon de una funcién explicitando sus valores hasta
un clerto punto, a partir del cual la funcién es constante; también la
definicidn por medio de procesos elementales obtenidos a partir de las
operaciones aritmeéticas como el residuo en la division, la del miximo
comun divisor de dos niimeros, y la definicién de un nlimero como el
menor entre una cierta totalidad finita de ntimeros dados.

Sin embargo, todas esas definiciones pueden representarse como
casos particulares de las operaciones de sustitucidn y recursién, En
realidad, el método de buscar las recursiones requeridas equivale, en o
esencial, a una argumentacidén que establece el caracter finitista del
procedimiento de definicién de que se trate,

Es importante ahora tener una vision de conjunto de los resultados
de que esas dos operaciones nos proveen. En relacibén a las recursiones
que pueden utilizarse, la existencia de diversas posibilidades en el paso
de # a #+ 1, 1mpide una formulacién unitaria, si es que hemos de
limitarnos a la operacién con variables numéricas ordinarias. Un ejemplo
bastara para reconocer esta dificultad.

Consideremos las funciones

a+b;
a partir de ellas se obtiene por iteracién (# veces)
d+a+...+ta=4d-n.

Asimismo, podemos pasarde 4- & a

ad-a ...a=a’
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ydeaba

(a")
LC S N

De este modo, obtenemos en sucesidn las funciones
a+tb=01{a,b),
a-b=02{a,b),

abz(p3(a,b).

04 ( a, b ) seria el €simo término en la sucesién

Fy ‘a)
a0 0

De manera exactamente aniloga, podemos legar luego a
os{a,b),06(a,b),etc.

Ciertamente podriamos ahora definir por sustituciones y recursiones
©n (@, b ) para » variablés, pero esas recursiones no se obtendrian de
recursicnes ordinarias sucesivas, sino que mas bien nos veriamos con-
ducidos a una recursiébn multiple para varias variables tomadas
simultineamente. La resolucién de esta recursion en sucesiones recursivas
ordinarias no se logra sino cuando utilizamos el concepto de variables
funcronales. La funcién @z ( 4, 2 ) seria un ejemplo de una funcién de
la variable numérica 2 que no puede ser definida solamente por susti-
tuciones y recursiones ordinarias sucesivas, si es que sélo aceptamos
variables numeéricas!’.

Las toérmulas

1(f,61,1)=.¢,
W{fia,n+1)=f(a,1(f,a,n));
m{a,b)=a+b,

Pu+i(a,b)=1(0Qun,a,b),

11 .. o
La demostracion de esta afirmacion se debe 2 W, Ackermann.
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en las que t es una funcion especifica de tres argumentos, de los cuales
el primero es una funcién de dos variables numéricas ordinarias, mues-
tran la manera en la que podemos definir la funcidn ¢, ( 2, &) utili-
zando variables funcionales.

Un ejemplo de una recursién méas complicada es ! siguiente:
9o(a)=a(a)
Prr1{a)=1(a,n,0:.(0x(n+2)),

donde & y { representan expresiones conocidas de uno y tres argumentos
respectivamente. Lo peculiar de esta recursidén consiste en que en ella el
valor numérico de # 4+ 1 no se deriva del valor correspondiente para 7,
sino que la determinacion de @ » + 1 requiere que se conozca el curso
[Verlauf] de la funcion ¢y.

Todas las dificuitades que estos ejemplos nos plantean pueden ser
superadas si recurrimos a los tipos variable. El esquema general de
recursién se encuentra caracterizado de la siguiente manera

p(g.,a,0)=a,
p(gsas”"'1):5(.0(3:3:”):”):

donde a es una expresién dada de un tipo variable arbitario; g es también
una expresion dada de dos argumentos, de los cuales el primero es del
mismo tipo variable que a, mientras que el segundo es un niimero. g debe,
ademas, satisfacer la condicién de que su valor sea del mismo tipo variable
que & Por ultimo, p es la expresiéon defimida por la recursion, depende
de tres argumentos y tiene el mismo tipo variable que &, una vez que se
han Ilevado a cabo las sustituciones correspondientes para g, a y 7. Aparte
de esto, en @, § y, en consecuencia, también en p pueden aparecer
parametros arbitrarios.

A partir de este esquema general y por sustitucidbn obtenemos
recursiones definidas, Asi vgr. podemos obtener las recursiones de
nuestros ejemplos, considerando a fy a 4 en el primer caso como
pardmetros, v representando, en el segundo, el paso de ¢x(a) a
Qn +1( @) como un paso mediado por la funcidon de funcion g de una
funcién @, a otra @, + 1, de tal manera que 4 no se considere nunca un
parametro en la recursion.
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Comparada con la recursién elemental, la recursion que hemos
utilizado en nuestros dos ejemplos tiene una mayor extension, pues en
un caso hemos introducido un parametro superior que no es un niimero
entero ordinario, mientras que en el otro hemos elegido para @ una
funcién y para g una funcidén de funciones.

Los tipos variable constituyen un enlace que hace posible establecer
una correspondencia entre las funciones de una variable numeérica y los
niimeros de la segunda clase. De hecho, llegamos a una correspondencia
asi entre los nttmeros de la segunda clase y ciertos tipos de variables
cuando comparamos los dos procesos de generacién de los nitmeros de
la segunda clase, esto es, el proceso de afiadir una unidad vy el de] limite
de una sucesién numerable, con el modo que incrementan los tipos
variable su nivel. Establezcamos una correspondencia entre el proceso de
afiadir una unidad y el de tomar una funcién [Funktionen-Nehmen], es
decir, la formacién de una funcién que tiene como argumento a un tipo
variable dado y la formaciéon de un nuevo tipo variable mediante la unién
de una sucesién numerable de tipos variable. Y designemos ahora como
tipos Z a aquellos tipos variable que correspondan a los niimeros de la
segunda clase.

Tenemos asi que, ademas de las operaciones logicas, en la construc-
cién de los tipos Z se utilizan dnicamente las recursiones ordinarias (no
transfinitas), precisamente aquellas que resultan necesarias para enumerar
una sucesién de tipo como paso preparatorio para el proceso del limite.
Una vez que hemos ordenado estos tipos Z de acuerdo con su nivel,
tenemos una correspondencia biunivoca en la cual a cada niimero de la
segunda clase, se le asocian los tipos variable de un nivel determinado.

Pero con ello habremos llegado también a una correspondencia
biunivoca entre las funciones definidas por medio de los tipos Z y los
ntmeros de la segunda clase. Para percatarse de esto bastara considerar
la siguiente argumentacién. $i establecemos los tipos variable nicamente
hasta un cierto nivel, construyendo luego las funciones exclusivamente
por medio de sustitucion y recursién, lo que obtenemos es siempre una
totalidad numerable de funciones. Podemos también formalizar de
manera estricta esa enumeracion. En particular, podemos hacer esto
generando, en primer lugar, una funcién recursiva p que abarque todas
las recursiones en cuestion y que, en consecuencia, contenga un parame-
tro que sea mayor que los tipos variable admitidos hasta ese momento.
La definicién de p es una aplicacién del esquema general de recursidn,
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de modo tal que el uso de un tipo de variable superior se convierte en
algo esencial.

Lo que entonces hacemos es ordenar de acuerdo con su nivel las
especializaciones importantes de los tipos vanable que aparecen en p, con
lo que obtenemos las diferentes sustituciones iniciales. S1 colocamos
luego a éstas en una sucesidn numerable y tomamos como principio de
ordenacion el niimero de las sustituciones a realizar, obtendremos
finalmente las funciones que queriamos definir.

El esquema de prueba que hemos presentado supone esencialmente
la teoria de los nlimeros de la segunda clase, Los nlimeros de esta clase
han sido introducidos simplemente como resultado del proceso con-
tinuado de contar mas alla del infinito numerable, y hemos caracterizado
luego el enunciado constante N, “ser numero de la segunda clase” por
medio de axiomas.

Sin embargo, esos axiomas proporcionan tan sélo ef marco general
para una teorfa. Una fundamentacion més precisa de la misma requiere
de una investigacion del modo en el que debe formalizarse el proceso
continuado de contar mas alld del infinito numerable. Esto se logra
aplicando ese proceso a una sucesion. La sucesion misma no puede darse
stnio por medio de una recursién ordinaria y para ésta nuevamente son
necesarios clertos tipos,

Aungque esta situacion parece presentar una dificultad importante,
en realidad resulta que precisamente gracias a una argumentacién de esta
indole puede obtenerse de manera mucho mas restringida la correspon-
dencia entre los niimeros de la segunda clase y las funciones de una
variable numeérica.

Los tipos variable que necesitamos para la construccién de los
nameros de la segunda clase pueden obtenerse sustituyendo formalmente
en uno o varios lugares de los enunciados de tipo definitorios que
tenemos hasta ese momento el signo Z por el signo N. Los tipos variables
que resultan de ello se llaman #ipos N. Es evidente que los tipos Z y los
tipos N correspondientes son siempre del mismo nivel.

Por lo demas, no es necesarto asignar a un nimerc dado de la
segunda clase la totalidad de las funcidnes del mismo nivel, sino que
ahora es posible establecer una correspondencia reciproca entre los
numeros de la segunda clase y las funciones, de acuerdo con el nivel de
los tipos variable necesarios para su definicion. En detalle, tal correspon-
dencia se podria caracterizar como sigue.
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Si en los tipos Z llegamos Ginicamente hasta un cierto nivel, el nivel
de los tipos N correspondientes se ve también restringido. A partir de
los niimeros de la segunda clase construidos con estos tipos podemos
obtener, por medio de una sucesién creciente, un nmero mayor de la
segunda clase definido con ayuda de un tipo variable de mayor nivel.

Por otra parte, si tenemos tipos N de hasta un cierto nivel, entonces
también las funciones definibles por medio de los tipos Z correspon-
dientes pueden ser enumeradas, a saber, segtin el nitmero de las sustitucio-
nes, tal y como lo hemos descrito anteriormente. Como es bien sabido,
con una enurmeracién @ ( @, # ) de este tipo, podemos llegar, utilizando
el método de diagonalizacién cantoriano, por ejemplo, construyendo
¢ (a,a)+1,auna funcidn distinta a todas las funciones enumeradas
v que no puede, en consecuencia, ser definida por medio de los tipos
variable anteriormente aceptados.

Con todo ello habriamos hecho posible ¢ estabiecimiento de una
correspondencia biunivoca entre aquellas funciones definibles en el
mismo nivel (y cuya totalidad es numerable) y los nlimeros de la segunda
clase definibles en el nivel correspondiente, pero no en un nivel anterior.
De esta manera, toda funcion resulta asociada con al menos un nimero
de la segunda clase.

Sin embargo, la demostracidn del teorema del continuo no termina
alli, pues requiere de una complementacién esencial. Un examen del
curso que ha seguido nuestra investigacién hace ver que para construir
la correspondencia buscada ha sido necesario hacer ciertas suposiciones;
éstas tienen un efecto restrictivo en un sentido doble. Por una parte,
porque nuestro esquema general de recursién para p {inicamente repre-
senta el caso de la recursidn ordinaria, en la que la variable segtin la cual
la recursidn avanza es la variable numeérica. Por la otra, porque hemos
restringido los tipos variable a aquellos que se obtienen por medio del
proceso continuado de contar mas afld de las sucesiones numeradas.

Es un hecho que las recursiones transfinitas y, en consecuencia, los
tfipos variable de nivel superior, resultan imprescindibles en la 1nvesti-
gacién matematica, por ejemplo, para la construccidn de funciones de
variable real con ciertas propiedades. Pero en relacidn al problema que
nos ocupa, esto es, cuando se trata de construir funciones de una
variable numeérica, en realidad no necesitamos esas recursiones supe-
riores, ni de los tipos variable de esa especie. Podemos mas bien recurrir
al siguiente lema.



120 David Hilbert

LEMA 1II. Para la obtencién de funciones de una variable numérica
las recursiones transfinitas resultan dispensables. Es decir, la recursién
ordinaria, que opera y avanza segin una variable numérica, basta no sélo
para el proceso de construccidn real de las funciones, sino que al mismo
tiempo las sustituciones requieren Gnicamente de tipos variable para cuya
definicidn es suficiente la recursién ordinaria.

Expresado de manera més precisa y acorde a nuestro enfoque
finitista, el lema diria lo siguiente. S1 para la construccién de una funcién
que tiene como nico argumento una vanable numérica ordinaria se
utiliza una recursidon superior o un tipo variable correspondiente, enton-
ces podemos definir siempre a esa funcién por medio de recursiones
ordinarias y utilizando exclusivamente tipos Z.

El siguiente ejemplo podra aclararnos el sentido y el alcance de
nuestro lema.

Supongamos que se ha formalizado la correspondencia de las
funciones de un argumento numeérico y los nitmeros de la segunda clase.
Con ello tendriamos también una cierta funcén £ (@, # ) que asigna
un niimero ordinano al par formado por un numerc arbitrario 2 de la
segunda clase numérica y el nimero ordinariom;{ (2,7 ), conafyjay
7 variable, representa precisamente la funcién asociada a 2. Sustituyamos
ahora 4 por un niimero de la segunda clase numérica @ , que depende
de », v consideremos que la sucesidn ha sido definida por recursién
ordinaria o transfinita, por ejemplo,

(4
Aptl1=0 ",

Entonces £ (& », # } es una funcién de una variable numérican y
nuestro lema II afirmaria que esa funcién también puede definirse por
recursion ordinaria por medio de tipos Z, mientras que una definicién
de C (a,n) por esos medios es imposible, puesto que la suposicidén de
lo contrario conduce a una contradiccion.,

Es importante subrayar nuevamente que la exposicidn que acabamos
de presentar no contiene més que las ideas basicas de una demostracion
del teorema del continuo. La realizacién completa de las ideas bésicas,
ademas de la demostracién de los dos lemas, requiere de ciertas reformu-
laciones cuidadosas en el sentido de las exigencias finitistas.

Intentemos, por filtimo, extraer algunas consecuencias globales de
nuestras retlexiones en relacidn a nuestro problema inicial del infinito.
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El infinitc no tiene ninglin tipo de realidad, no existe en la
naturaleza ni es aceptable como fundamento de nuestro pensamiento
intelectivo [verstandesmaissig). Es decir, en relacion al infinito se da una
notable y arménica coincidencia entre el ser y el pensar.

En abierta oposicién a los intentos de Frege y Dedekind, podemos
concluir que existen ciertas representaciones e ideas intuitivas que resul-
tan imprescindibles como condicidon de posibilidad de todo’ cono-
cimiento cientifico: la légica no basta. Las operaciones con el infinito
necesitan para ser seguras de una base finita.

El papel que resta al infinito es el de una idea, segin la concepcion
kantiana de ésta, como un concepto de la razdn que supera toda
experiencia y por medio del cual se complementa lo concreto en el sentido
de una totalidad. Pero a la vez, el infinito es una idea en {a que podemos
confiar sin reservas en el marco de la teoria que acabo de delinear.

Para finalizar, quiero dejar constancia aqui de mi sincero agradeci-
miento a Paul Bernays por su comprensiva colaboracién y por su
inestimable ayuda, en particular en lo relativo a la demostracion del
teorema del continuo.



La fundamentacion
de la teoria elemental de niimeros

Cuando en la esfera de las matemiticas examinamos las dos fuentes
de nuestro conocimiento, es decir, la experiencia y el pensamiento puros,
surge una serie de ideas que podrian también resultar de interés para la
filosofia. Todas ellas nos remiten a algo comiin a esas dos fuentes, en si
tan diversas, del conocimiento. Asi, por ejemplo, podemos observar la
unidad de la sustancia en la materia, aunque, por otra parte, la unidad
de los fundamentos se presenta igualmente ante nuestro pensamiento
como una exigencia a cumplir y como algo que en muchas ocasiones
también logramos satisfacer.

La unidad de las leyes de la naturaleza, que a veces se nos aparece de
forma tan sorprendente, puede ser considerada como un ejemplo de
ambas fuentes. Sin embargo, un fendmene alin mis notorio que el de
esta idea de la unidad es el que podriamos ilamar la armonia prees-
tablecida, que pone claramente de manifiesto la existencia de una relacién
entre la naturaleza y el pensamiento.

'El ejemplo mas extraordinario y maravilloso de la misma nos lo ofrece
la ahora célebre teoria de la relatividad de Einstein. En ella, la exigencia
general de los invariantes determina por si sola, de manera univoca, las
complicadas ecuaciones diferenciales para los potenciales de gravitacién.
Pero esa determinacién no- seria posible sin el profundo trabajo de
investigacion llevado a cabo por Riemann con mucha anterioridad. En
realidad, el hecho de que un sistema formal particular tan complejo, con
coeficientes numeéricos, tenga su origen en una idea general, constituye un
caso mas bien aislado, inclusive en el anélisis matematico.

Lz tecoria de la demostracidén, que a continuacién discutiremos,
representa 1igualmente un ejemplo de armonia preestablecida. Esta teoria
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se sirve del llamado calculo légico, desarrollado con anterioridad con
fines muy diferentes, es decir, para la sola abreviatura y comunicacién de
enunciados.

Ahora bien, una observacién cuidadosa nos conduce a la conclusion
de que, aparte de la experiencia y el pensamiento, existe una tercera fuente
del conocimiento. Aunque en la actualidad ya no podemos estar de
acuerdo con ciertos aspectos del pensamiento de Kant, la idea bisica mas
general de su epistemologia conserva, sin embargo, toda su validez la
determinacién de las ideas 4 priori y con ello la investigacidon de las
condiciones de posibilidad de todo conocimiento.

Esto es, en mi opinidn, lo que en esencia ocurre en mis investigacio-
nes sobre los principios de las matematicas. En ellas, lo 4 priors es, ni més
ni menos, un enfoque fundamental que me gustaria llamar también
finitista: hay algo que nos estid dado de antemano en la representacidn,
esto es, ciertos objetos extraldgicos concretos, presentes intuitivamente
como vivencia inmediata y previos a todo pensamiento.

S1la inferencia [dgica ha de ser algo seguro, es necesario que tengamos
una visién global y complets, en todas sus partes, de estos objetos. Su
apariencia, su diferenciacién, su secuencia y coordinacién se nos da con
ellos mismos de manera intuitiva € inmediata como algo que ya no es
susceptible, ni requiere, de una reduccién adicional. Esta es la concepcion
fundamental que considero necesaria no sélo para las matematicas, sino
también, en general, para todo pensamiento, toda comprensiéon y comuni-
cacién clentificos, v sin la cual ninguna actividad del espiritu seria posible.
Con ello creo haber distinguido y caracterizado la tercera fuente del
conocimiento que se aflade a la experiencia y a la logica,

Las ideas 4 priori son aquellas ideas intuitivas y I6gicas que se obtienen
en el marco del enfoque finitista. En éste nos percatamos, en particular, de
que hay principios que Kant considera a priori y que nosotros asignamos a
la experiencia, por ejemplo, la totalidad de los hechos fundamentales de la
geometria, asi como las propiedades elementales del espacio y la matenia.
Pero existen también, por otra parte, principios que normalmente han sido
tenidos como a priori, pero que no es posible obtener en el marco de un
enfoque finitista, por ejemplo, el principio del tercero excluide y, en
general, los [lamados enunciados transfinitos.

La aplicacién més inmediata y la primera manifestacion de los
enunciados de este tipo tiene lugar en la teoriz de los nlimeros. Con ello
llegamos al tema central de nuestra conferencia.
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Es curioso y filos6ficamente significativo que las primeras y mas
sencillas cuestiones acerca de los nlimeros 1, 2, 3,... presenten dificul-
tades de un nivel tan profundo. Estos problemas deben ser superados.
Porque, en efecto, ¢como puede ser, en general, posible el conocimiento,
si ni siquiera la teoria de los nimeros puede ser fundamentada y si
tampoco resulta necesario un consenso total, ni obligatona la correccidn
absoluta?

Nos llevaria demasiado lejos, ademas de que seria superfluo, exponer
aqui las miltiples y diferentes estrategias que hoy podemos reconocer
como erroneas para la solucidn de estos problemas. Se ha intentado, por
ejemplo, definir a los nimeros de manera puramente l6gica, al tiempo
que otros han considerado como algo evidente las argumentactones
usuales de la teoria de los numeros. Ambos enfoques conducen a
objeciones contundentes. Sin embargo, existe una via alin no transitada
y mucho mis cercana a la practica matemadtica que nos puede conducir
a nuestra meta. Antes de adentrarnos en su descripcion, me gustaria hacer
algunas observaciones en relacién a los momentos mas 1mportantes en
la prehistoria de esta problematica.

En 1888, en mi calidad de joven Privatdozent, efectiie un viaje de
visita a diversas universidades alemanas partiendo de Konigsberg. En
Berlin, mi primera estaci6n, escuché hablar en todos los circulos
matematicos, tanto entre los jdvenes como entre los viejos colegas, del
trabajo entonces recién aparecido de Dedekind, Was sind und was sollen
die Zahlen?, la mayor parte de las ocasiones de manera negativa, Este
tratado es, al lado de la investigacion de Frege, el intento mas importante,
por primera ocasion verdaderamente profundo, de dar un fundamento
a la teoria elemental de los nimeros. Aproximadamente por las mismas
fechas, es decir, hace ya mas de una generacion, Kronecker formulaba de
manera clara, ilustrando sus ideas con numerosos ejemplos, una concep-
cién que coincide en lo esencial con nuestro enfoque finitista,

En aquellos dias, para nosotros los jovenes materhdticos, tanto
estudiantes como docentes, se convirtid en una especie de deporte la
traduccién de las demostraciones efectuadas de manera transfinita a lo
finito, siguiendo el modelo de Kronecker. Sin embargo, Kronecker
cometié un error al declarar ilicitas las argumentaciones transfinitas y
decretar prohibiciones en relacién a las mismas. En particular, no seria
permisible, de acuerdo con él, concluir que si una afirmacion & ( 7 ) no
es valida para todo nmero entero z, debe existir un nlimero entero para

BIRLIOTECA CENTRAL
.M, &M,
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el que esa afirmacién resulte falsa. En aquella época, los matemiticos
rechazaron al unisono sus prohibiciones al hacer por completo caso
omiso de las mismas,

Ahora bien, jqueé es lo que realmente ocurre con el uso de las
argumentaciones transfinitas?

La teoria de los campos numéricos, por ejemplo, constituye un
edificio perfectamenta articulado y altamente desarrollado en su cons-
truccion. Se encuentra, ademas, ligada a las teorfas mas avanzadas del
analisis, esto es, a las teorias de lo que podemos considerar como el mis
bello, perfecto y elevado de los productos del espiritu humano. En ella,
el principio del tertium non datur y, en general, las argumentacio-
nes transfinitas del tipo proscrito por Kronecker se utilizan a cada
instante.

Todos los paladines del espiritu anteriores y posteriores a Gauss,
tanto Hermite como Jacobi y Poincaré, se han servido de la manera més
diversa y audaz de este tipo de argumentaciones, y en ninglin momento
se ha presentado el mis [eve indicio de discrepancia. Por lo demis, si
pensamos en todas sus aplicaciones y tenemos clara la gran cantidad de
inferencias transfinitas que tiene lugar, por ejemplo, en la teoria de la
relatividad y en la teoria cudntica, y la manera en la que, después de todo,
la naturaleza se ajusta a estos resultados: el rayo estelar fijo, el mercurio
y los complicados espectros en nuestro planeta y en la lejania de miles
de afios luz, podemos con toda razdn preguntarnos, shemos de poner en
tela de juicio siquiera por un momento nuestro derecho a utilizar la ley
del tercero excluido sélo porque Kronecker y algunos filésofos metidos
a matematicos, por causas enteramente arbitarias y ni siquiera formu-
lables de manera precisa lo dicen?

Todo conocimiento cientifico descansa en una evahuacién razonable
de la probabilidad, al concitar consenso y oposicién. Pensemos, por
ejemplo, en la construccidn del mundo estelar en 1a astronomia, o en las
leyes de la herencia y las ideas evolucionistas en la biologia, todos ellos
resultados que hoy consideramos como verdades seguras y comprobadas.
Seria el fin de la ciencia y la imposibilidad de cualquier progreso el que
ni siquiera admitieramos como verdades las leyes de la aritmética elemen-
tal. Y sin embargo, alin en nuestros dias hay seguidores de Kronecker que
ponen en duda la validez del principio del tercero excluido. Nos
enfrentamos aqui, a decir verdad, a la mas cruda de las incredulidades
surgidas en la historia de la humanidad.
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Pero, por otra parte, las matematicas no pueden apoyarse en la
creencia, no umporta que tan firme sea ésta, sino que estan obligadas a
llevar a cabo una elucidacion hasta las Ultimas consecuencias.

Es evidente que el principio del tercero excluido resulta licito en el
caso de un niimero finito de enunciados. Por lo tanto, toda nuestra
atenctén ha de dirigirse al concepto de “infinito”. Yo mismo he llevado
a cabo una investigacién exhaustiva acerca del infinito!, de la que aqui
sblo puedo presentar la conclusidn.

La fisica ensefia que un continuo homogéneo, susceptible de una
divisibilidad continuada y que, en consecuencia, realice el infinito en la
esfera de lo pequefio no existe en la realidad. La divisibilidad infinita de
un continuo es una operacidn que tiene lugar inicamente en el pen-
samiento, es decir, se trata de una idea que es contradicha tanto por
nuestras observaciones como por las experiencias de la fisica y la
quimica.

Por otra parte, también en la astronomia se han planteado senas
dudas acerca de la existencia de un espacio infinito, es decir, del infinito
en la esfera de lo grande. De igual manera, podemos afirmar que toda
nuestra accion es finita y que en ella no tiene cabida lo infinito. El infinito
no se realiza, entonces, en ninguna parte; no existe en la naturaleza y no
resulta tampoco admisible como fundamento de nuestro pensamiento
intelectivo,

Y sin embargo, no pedemos prescindir de la aplicacién incondi-
cionada y general del principio del tercero excluido ni de la negacién.
Hacerlo significaria la imposibilidad de una construccidén unitaria y
completa de nuestra disciplina. El manejo del infinito debe ser garanti-
zado, en consecuencia, a partir de lo finito, y esto es precisamente lo que
logra mi teoria de la demostracion,

Con esta nueva fundamentacién de las matemiticas me propongo,
en realidad, una meta de gran importancia. Mi intencién es eliminar
definitivamente como tal e! problema de los fundamentos en las mate-
maticas, convirtiendo a todo enunciado matematico en una férmula
concreta ostensible y estrictamente deducible, y presentando las construc-
ciones conceptuales y las inferencias mateméticas en forma tal que

¥ Gf. Cap.V del presente volumen. [N. de T
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resulten no solo irrefutables, sino que nos proporcionen también una
imagen de la disciplina en su totalidad®.

La idea basica de mi teoria de la demostracidn es la siguiente: todo
lo que hasta ahora ha formado parte de las matematicas es objeto en ella
de una formalizacidn rigurosa. De ese modo las matematicas reales, es
decir, las matemiticas en un sentido estricto, se convierten en un
conjunto de férmulas. Estas formulas se diferencian de las férmulas
matematicas corrientes inicamente por el hecho de contener, ademas de
los simbolos logicos usuales, los simbolos para la implicacion () y
para la negacién { ).

Ciertas formulas que hacen las veces de fundamento del edificio
formal de las matematicas reciben el nombre de axiomas. Una demostracion
es una figura que debe presentarse ante nosotros como algo concreto y
que consiste de inferencias. En estas inferencias, cada una de las premisas
es o bien un axioma, o coincide con la formula final de una inferencia
cuyas premisas ya aparecen en la demostracion, o bien se obtiene por
reemplazo en una férmula de este tipo o en un axioma.

En lugar de la inferencia concreta, lo que tenemos en Ia teoria de la
demostracion es un procedimiento puramente externc de acuerdo con
reglas, a saber: la utihzacion del esquema de inferencia y la sustitucion.
Decimos, finalmente, que una férmula es demostrable cuando es o bien
un axioma o es la férmula final de una demostracién.

A las materniticas reales formalizadas de la manera que acabamos
de describir se afiade un elemento nuevo que podemos considerar como
una nueva matematica, una mefamatemdlica, que resulta necesaria para
asegurar a aquélla, y en la que, a diferencia de los principios deductivos
puramente formales de la matematica real, se recurre a la inferencia
concreta, pero unicamente con el fin de establecer la consistencia, el
caracter no contradictorio de los axiomas.

Los axiomas y los teoremas asi obtenidos, es decir, todas las férmulas
que surgen en estas transformaciones, representan imagenes [Abbilder]
de los pensamientos v ias 1deas que dan lugar a los métodos usuales en
las matematicas.

2 En sus Grammelte Abbandlungen, Springer Verlag, vol. 3, Berlin, 1935, pp. 192-195, Hilbert
publicd soclamente la parte del presente articulo que comienza aqui y que se extiende hasta
¢l punto seialado por la nota 5. [N. de T\
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Por lo demas, el programa que acabamos de describir condiciona ya
la eleccién de los axiomas de nuestra teoria de la demostracion. En realidad,
nuestro procedimiento en todo ello es enteramente anilogo al que se
observa en la geometria, es decir, dividimos a los axiomas en varios grupos
cualitativamente distintos:

I.  Axiomas para la implicacién

A->(B—o>A)
(Adicién de una suposicidn),

(A5 B)3{(BoCY (A5 C)}

(Eliminacién de un enunciado);

{A>(4-5B)}>(4-B)
II. Axiomas para la “conjuncién” ( & ) y la “disyuncién” (V)
III. Axiomas para la negacion

{A>(B&B) } oA
(Principio de contradiccion);

A A
(Principio de la doble negacion).

Los axiomas de los grupos I, I1 v III no son, pues, otros que los del
calculo proposicional.

IV. Axiomas de transfinitud

(x)A(x)>A(F)
(Axioma aristotélico de inferencia de lo general a lo particular);

El converso de este axioma esta dade por el esquema®

AoB(a)
Ao (x)B(x)

* En donde 2 no puede aparecer en I,
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A(a)—>(Ex)A(x).

Nuevamente, el converso de este ltimo estaria expresado por un
esquema. De lo anterior se obtienen, ademas, otras férmulas. Por ejemplo,

()A(x) 2(Ex)A( x)

(s1 un predicado no se aplica a todos los argumentos,
existe un contraejemplo para el mismo, y viceversa);

(Ex ) A(x)2{(x)A(x)

(s1 no hay ningin caso especifico de un enunciado,
éste resulta falsa para todos los argumentos, y viceversa).

De esta manera, los axiomas del grupo IV son los axiomas del calculo
de predicados.

A todos ellos se afiaden los axiomas matemiticos propiamente
dichos.

V. Axiomas de la igualdad
a=a;
a=b—o>(A(a)>A(F));
y los

V1. Axiomas numeéricos
a+1+0;

ademas del axioma de la induccidn completa y el esquema de recursién.

Agreguemos, por Gltimo, que la demostracién de consistencia ha
sido claramente dada por Ackermann y von Neumann lo que permite
mostrar que en la teoria elemental de los néémeros es posible obtener ne
s6lo la consistencia de los axiomas que acabamos de enlistar, sino también
que en esta teoria resultan admisibles Jos principios deductivos transfi-
nitos, en particular, el principio del tertium non datur.
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De acuerdo con ello, la mis impertante de nuestras tareas consiste
en la demostracion de los dos principios siguientes (Cfr. Math. Ann., vol.
102, p. 6.%): i

1. Una proposicidon es demostrable cuando se ha establecido que es
consistente, esto es, no contradictoria.

2. Si puede establecerse que una cierta proposicién & es consistente
con los axiomas de la teoria de los niimeros, es imposible demostrar que
también & resulta consistente con esos mismos axiomas.

He logrado encontrar ya una prueba de estas afirmaciones, por lo
menos en casos muy sencillos. Podemos avanzar considerablemente en
esta direccidn si a las reglas de inferencia aceptadas (sustitucidn y
esquemas de inferencia) afladimos la siguiente regla, que es también de
caracter finitista:

S1 ya se ha demostrado que la férmula

q2(8)

resulta siempre una férmula numérica correcta cuando £ es una cifra
[Ziffer] cualquiera, podemos escribir como férmula inicial la formula

(x)&(x).

Esta nueva regla tiene también un caricter finitista.

Por otra parte, debemos recordar aqui que la proposicidn
( x } & ( x ) tiene un alcance mucho mayor que la férmula & ( £ ), donde
£ es una cifra cualquiera. Porque, en el primer caso, en & ( x ) no sdlo
puede ponerse una cifra arbitraria x , sino también cualquier expresién

* Hilbert se refiere aqui a su articulo de 1928, Problome der Grundlegung der Mathematik
{Problemas de la Fundamentacién de las Matemdticas], en el que comenta zignnos
problemas fundamentales abiertos en la teoria de fa demostracién. Uno de ellos (problema
ITE) es el de probar con medios finitistas la completud del sistema axiomatico para la teoria
de los nimeros, es decir, el de reformular en términos estrictamente finitistas la de-
mostracion usual sobre la existencia de un isomorfismo, de tal manera que con ello quedara
iguaimente establecido que a) si un cierto enunciado B resulta demostrativamente consis-
tente con los axiomas de esa teoria, la prueba de Ia consistencia de la negacidn de p con
esos mismos axiomas es imposible, y, ademas, que b) st un enunciado es consistente con
€sos axiomas, también ¢s demostrable a partir de ellos. Por supuesto, en otras teorias menos
elementales seria posible demostrar la consistencia con un mismo sistema axiomitico tanto
de un enunciado B como de su negacion. De ser asi, la eleccidn estaria dictada por las
ventajas sistemdticas que en cada caso resulten {(principio de la permanencia de las leyes).

[N. de T.]
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numérica de nuestro formalismo, ademis de que podemos igualmente
formar la negacion, de conformidad con el calculo {ogico.

Observemos, en primer lugar, que el sistema axiomatico conserva su
consistencia cuando le afiadimos la nueva regla.

Supongamos ahora que se nos presenta una demostracién formal
que tiene como férmaula final una contradiccion.

La prueba de consistencia consiste en transformar a todas las
formulas de 1z demostracidon en formulas numeéricas, de acuerdo con un
procedimiento determinado, examinindolas después para verificar si son
verdaderas [richtig]. Ahora bien, nuestro procedimiento tiene la
propiedad de hacer que también las formulas que se han obtenido con
la nueva regla se transformen en férmulas numéricas; asi, de
(x) & (x) se obtiene una férmula A (£ ), donde £ es una cifra dada.
Las presuposiciones de la aplicacion de la nueva regla garantizan que
A (L) es una formula verdadera. Nuestro procedimiento transforma
nuevamente a todas las férmulas iniciales de la demostracién en férmulas
verdaderas, con lo que queda establecida la prueba de consistencia,

Consideremos ahora una férmula & de la forma

(x)8(x),

en la que no figure ninguna otra variable aparte de x y que sea consistente
con nuestros axiomas. Con toda seguridad, & ( { ) es verdadera, con tal
de que £ sea una cifra. De no ser asi, A ( £ ) tendria que ser verdadera y,
por lo tanto, demostrable. Pero esto contradice { x) & { x) y resulta
incompatible con nuestra suposicidn, Hemos establecido asi, de acuerdo
con nuestra nueva regla de inferencia, la formula &. En consecuencia, el
prinapio 1 resulta vilido para cualquier enunciado ® de la forma
{x) 8 (x)en la que aparte de x no figure ninguna otra variable.

Precisamente para estos enunciados del tipo de & se sigue también,
a partir de la proposicién 1 que acabamos de establecer, la validez de la
proposicion 2.

Por otra parte, es evidente que s1 partimos de una afirmacidén T de
la forma

T:(Ex)4(x),

su negacion

T:(x)4(x),
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es de la forma de & anteriormente considerada.

De acuerdo con el principio 2, es imposible ofrecer una prueba de
la consistencia de las dos afirmaciones @ y @ . Por lo tanto, si suponemos
que contamos ya con una prueba de la consistencia de T, la demostracién
correspondiente para no puede darse, con lo que también el principio
2 queda establecido para cualquier afirmacién de la forma T . Sin
embargo, es claro que a partir de ello no puede todavia concluirse que
T sea también demostrable’,

A la teoria de la demostracion se le ha hecho una serie de objeciones
de muy diversa indole. Sin embargo, todas ellas carecen de fundamento
por lo que es conveniente observar lo siguiente,

1. Los criticos de mi teoria deben también sefialar con precisién el
sitio en el que en mi demostracidén se comete un error; de otro modo,
me resulta imposible examinar su argumentacién.

2. Se ha dicho acerca de mi teoria que aunque las proposiciones
resultan clertamente consistentes, esto no basta para considerarlas de-
mostradas. Por supuesto que son demostables, como yo mismo lo he
mostrado aqui en casos sencillos. En general, y tal y como yo esperaba
desde un principio, resulta que el establecimiento de la consistencia
constituye el objetivo esencial de la teoria de la demostracidn y, asimismo,
que la cuestidn de la demostrabilidad también puede resolverse con una
ocasional y adecuada extensidn de las determinaciones, preservando en
cada caso el caricter finito de nuestras argumentaciones. Pero lo que no
puede hacerse es exigir que una teorfa resuelva de inmediato y por
completo todos los problemas importantes que se le plantean; es sufi-
ciente tan s6lo que muestre la via para hacerlo.

3. Los criticos de mi teoria deben entender sus conceptos, por
ejemplo, el de “consistencia®, con el uso que yo les doy, no como otros
autores los definen. En consecuencia, mi interpretacién en lo que respecta
a este punto es decisiva, pues es la Unica que se considera en la teoria.

4. A veces, las objeciones que se hacen a mi teoria se refieren a
aspectos secundarios y carentes por completo de importancia para sus
resultados. Esto es lo que ocurre, por ejemplo, cuando se critica el uso
que hago del término “ideal”, un uso que, por lo demas y a pesar de lo
que se diga, considero extremadamente adecuado y (til para el en-

> Ver nota 4, [N.de T]
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tendimiento. Pero han sido también frecuentes las opiniones prejuiciadas
y unilaterales y los lugares comfines. En otros articulos me he ocupado
ya de las objeciones acerca del formalismo®, Las formulas constituyen un
instrumento indispensable para la investigacién légica. Por supuesto, su
uso requiere de un trabajo intelectual preciso, haciendo imposible al
mismo tiempo la palabreria vacua.

5. Hasta ahora no ha habide ninguna otra teoria que permita obtener
los mismos resultados. Mis atin, estoy convencido de que no es, en
realidad, concebible ninguna otra teoria que lo logre, puesto que lo que
hace la teoria de la demostracién no es sino representar la actividad
ultima de nuestro entendimiento, elaborando un registro de las reglas
segin las cuales procede, de hecho, nuestro pensamiento.

Pensar ocurre de manera paralela a hablar y escribir; esto es, por
medio de la construccién y coordinacién de enunciados. Para llevar a
cabo una fundamentacién no necesitamos, en consecuencia, de Dios,
como Kronecker, ni de la suposicién de una capacidad especial de nuestro
entendimiento acorde al principio de induccién completa, como Poin-
caré, ni de una intuicibén originaria, como Brouwer, ni tampoco, final-
mente, de un axioma de infinitud o de un axioma de reducibilidad, como
Russell y Whitehead; suposiciones todas ellas realmente concretas [in-
haltlich] y no compensables por medio de pruebas de consistencia, de las
que las de estos dos tltimos autores no son ni siquiera plausibles.

En un escrito filosofico reciente encontramos la siguiente proposi-
c16n;

“La Nada es la negaciéon pura de la totalidad del Ser™”

Esta proposicién resulta sumamente instructiva porque, a pesar de
su brevedad, ilustra todas las violaciones de los principios expuestos en
la teoria de la demostracidn. Conceptos como “la totalidad del Ser”
encierran en si una contradiccién y ponen en peligro el sentido de
cualquier afirmacién, Pero aparte de ello, en este caso se aplica al
problematico concepto de la totalidad del Ser la negacién. Una de las
tareas mas importantes de la teoria de la demostracién es la clarificacidon
del sentido y admisibilidad de la negacién.

i Cﬁ EI Cap. III del presente volumen. [N. de T.]
7 Cfr. M. Heidegger, Sein and Zeit, §58. [N.de T
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La negacién es un proceso formal por medio del cual, a partir de un
enunciado $, resulta otro que se encuentra ligado a &, por los axiomas
de la negaci6n anteriormente mencionados, es decir, por el prinapium
contradictionis y el el principio del tertium non datur. El proceso de
negacién constituye un instrumento tedrico imprescindible para la
investigacion. Su aplicacién incondicionada es la que hace posible la
completud y el caricter cerrado de la logica. Sin embargo, los enunciados
obtenidos por medio de la negacién representan, en general, un ideal,
por lo que querer tomar a esos enunciados ideales como algo en si mismo
real significaria ignorar tanto a la naturaleza como a la esencia del
pensamiento,

Estoy convencido de haber logrado lo que me habia propuesto y
habia adelantado en relacién a la teoria de la demostracion: la elimi-
nacion definitiva del problema de los fundamentos de las matematicas
como tal.

Con toda seguridad resultar de interés para los fildsofos que haya
una disciplina como las matematicas. Nuestra tarea como matematicos
consiste en cuidar a nuestra disciplina como si se tratara de un santuario,
para que en el future todo conocimiento humano pueda participar
también de la misma precisidn y claridad. No tengo la menor duda de
que ese momento ha de llegar ni de que lo que digo ha de ocurrir.



