CONTRIBUCIONES A LOS FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS
TRANSFINITOS

GEORG CANTOR

Titulo original: Beitriige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre!
Mathematische Annalen 46(1895), 481-512; 49(1897), 207-246.

“Hypotheses non fingo.” [Newton]

“Neque enim leges intellectui aut rebus damus

ad arbitrium nostrum, sed.tanquam scribae fideles
ab ipsius naturae voce!latas et prolatas excipimus
et describimus.”

“Veniet tempus, quo ista quae nunc latent, in
lucem dies-extrahat et longioris aevi diligentia.”

$1.
La nocion decardinalidad o de nimero cardinal.

Por un “conjunto” entendemos cada.coleccion M de objetos determinados m distinguibles
entre si por nuestra experiencia o nuestro pensamiento (que llamaremos los “elementos” de M)
que conforman.un todo.

En simbolos expresamos.esto mediante:

M = {m}. (D

Launion.de varios conjuntos M, N, P, ..., que no tengan elementos en comtin, para confor-
mar uno'sélo la-denotamos como

(M,N,P,...). 2)

Los elementos de este conjunto son entonces los elementos de M, de N, de P, etcétera.

Llamamos “parte” o “subconjunto” de un conjunto M a cualquier otro conjunto M1, cuyos
elementos son a la vez elementos de M.

Si M> es una parte de M1, y M1 una parte de M, entonces M, es también una parte de M.

A cada conjunto M estd asociada una cierta “cardinalidad”, que llamaremos también su
“numero cardinal”.

La “cardinalidad” o el “niimero cardinal” de M es la nocion general, que con ayuda de
nuestro intelecto surge del conjunto M, y que es independiente de la indole de sus distintos
elementos m y de su orden.
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El resultado de este doble proceso de abstraccion, la cardinalidad o el nimero cardinal de M,
lo denotamos con?

| M. 3)

Puesto que de cada elemento m, sin considerar su indole, se forma una “unidad”, el niimero
cardinal mismo |M| es un conjunto formado exclusivamente por unidades reunidas, que existe
en nuestro espiritu como una imagen virtual o una proyeccién del conjunto dado M.

Llamaremos “equivalentes” a dos conjuntos M y N, lo que denotamos como

M~ N o N~M, 4)

cuando es posible relacionarlos de tal forma que cada elemento de uno de ellos corresponde a
un 'y solo un elemento del otro.

A cada parte M| de M corresponde entonces una determinada parte equivalente Ni'de N y
viceversa.

Si se tiene tal correspondencia entre dos conjuntos equivalentes, ésta se puede modificar
en varias formas (excepto en el caso en que cada uno de los conjuntos consista en un so6lo
elemento). A saber, siempre se puede tomar la prescripcion de que un elemento particular m
de M corresponde a un cierto elemento ng de N. Porque si de acuerdo‘a la correspondencia
original, el elemento mq no estd asociado a ng, sino que m estd asociado al elementon; de N y
el elemento n( al elemento m| de M, entonces se considera la correspondencia modificada, en la
que my esté relacionado con ng asi como njconny'y para el resto’de los elementos se preserva
la correspondencia original. Con esto se alcanza'la meta original.

Cada conjunto es equivalente a si mismo:

M~ M. 5)
Si dos conjuntos son equivalentes.a un tercero, entonces también son equivalentes entre si:
de Mi~ Py N ~'P sededuce M ~ N. (6)

Es de gran importancia'que dos_conjuntos M y N tienen el mismo niimero cardinal cuando 'y
solo cuando son equivalentes:

de M~ N sededuce | M |=|N | @)

de |M|=|N| sededuce M ~ N. (8)

Asi que la_equivalencia_de conjuntos proporciona el criterio necesario y suficiente para la
igualdad de sus ntimeros-cardinales.

De hecho, de acuerdo a la definicién anterior de cardinalidad el nimero cardinal |M| per-
manece invariable cuando se sustituye un elemento o varios o incluso todos los elementos m de
M por otro objeto.

Ahora, si M ~ N, entonces estd presente una correpondencia a través de la cual M y N se
cubren entre si; en tal situacion a cada elemento m de M corresponde un elemento n de N. En
consecuencia, podemos pensar que cada elemento m de M se sustituye por el elemento n de N,
con lo que se transforma M en N sin cambio del ndmero cardinal; por consiguiente,

| M |=| N |. (8)

ZNota del traductor: en el texto original Cantor denota la cardinalidad de un conjunto M con M. Hemos
considerado adecuado usar, en cambio, la notacion maas usual actualmente:

| M.
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El reciproco del teorema se obtiene al observar que entre los elementos de M y las distintas
unidades de su nimero cardinal | M| esta presente una correspondencia reciprocamente univoca.
Porque, como se observa, | M | surge de M, de tal forma que de cada elemento m de M se
obtiene una unidad particular de | M |. Por ello podemos decir que

M ~ |M|. )

De la misma forma N ~| N |. Porloquesi | M |=| N |, se sigue de (6) que M ~ N.

También podemos derivar directamente de la nocién de equivalencia el siguiente teorema:

Si M, N, P, ... son conjuntos que no tienen elementos en conuin, M', N', P’, ... son con-
juntos de tal caracteristica’y se cumple

M~M, N~N, P~P, ...,
entonces siempre se cumple que

(M,N,P,...)~ (M ,N,P,...).

§2.

“Menor” y “mayor”’ entre cardinalidades.

Si se satisfacen las dos condiciones siguientes para dos’conjuntos M y N con niimero cardinal
a=[M|yb=|N |

1) no existe ninguna parte de M-equivalente a. N,

2) existe una parte Ni de N, tal,que N; ~ M,

entonces, primero es claro.que.lo mismo sigue siendo vdlido cuando se sustituyen M y N por
conjuntos equivalentes M’y N’; porconsiguiente esas condiciones expresan una cierta relacion
entre los niimeros cardinales ay.b.

Ademas, estd excluida la-equivalencia de My N, es decir, la igualdad de a y b; en caso
contrario se tendria M ~ N, de'donde se deduciria, ya que Ny ~ M, que N; ~ N por lo que
deberia existir una parte-My de M, puesto que M ~ N, tal que M| ~ M,y también M| ~ N,
lo que contradiceda condicién 1).

Tercero,-la relacion dea con b es tal que la misma relacion de b con a es imposible; pues
si en1)-y 2)intercambiamos los papeles de M y N, se originan dos relaciones contradictorias
entre 'si.

Expresamos-de la siguiente forma la relacion de a con b caracterizada por las condiciones
1)y 2): a.esiunenorgue b, o también : b es mayor que a, en simbolos

a<b o b>a. (D
Se prueba facilmente que
si a<b, b<c, entoncessiempresecumple a < c. 2)

También se sigue sin dificultad de la definicion, que si Py es una parte del conjunto P, de
a <| Py | siempre se deduce que a <| P |yde| P |< b siempre se sigue que también | Py |< b.
Hemos visto que en las tres relaciones

a=5b, a<b, b<a

cada una excluye a las otras dos.

Por el contrario, de ninguna manera se sobrentiende, y dificilmente puede ser demostrado en
este momento de nuestra disertacion, que entre cualesquiera dos niimeros cardinales a 'y b se
deba cumplir alguna de esas relaciones.
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Después, hasta que hallamos analizado la sucesion creciente de los niimeros cardinales trans-
finitos y tengamos conocimientos sobre las relaciones entre ellos, se obtendra la veracidad del
teorema:

A. “Si ay b son dos niimeros cardinales arbitrarios, entonces se cumple a = boa < bo
a>b"

Fécilmente se derivan de este teorema los siguientes, de los que por el momento no podemos
hacer uso:

B. “Si dos conjuntos M y N se conforman de tal manera que M es equivalente a una parte
Nide Ny N es equivalente a una parte My de M, entonces también M y N son equivalentes.”

C. “Si My es una parte del conjunto M, M, una parte del conjunto M1, y los conjuntos M, y
M son equivalentes, entonces M| también es equivalente a M 'y a M;.”

D. “Si para dos conjuntos M y N se satisface la condicion de que N no es equivalente.a M
ni a una parte de M, entonces existe una parte N| de N, que es equivalente a M.”

E. “Cuando dos conjuntos M y N no son equivalentes, y existe una parte N1 de N, 'equivalente
con M, entonces ninguna parte de M es equivalente con N.”

§3.

La adicién y multiplicacién de cardinalidades.

La unién de dos conjuntos M y N, que no tienen elementos en comun, se denotd en §1, (2)
con (M, N). La llamamos el “conjunto unién.de My N,

Si M"y N’ son otros dos conjuntos sin.elementos en comun, y se cumple M ~ M', N ~ N’,
entonces se observa que también se cumple

(M, N) ~ (M, N').

De lo anterior se sigue que-el nimero cardinal de (M, N) s6lo depende de los nimeros
cardinales | M [=ay | N |=)b.
Esto conduce a la definiei6n de.Ja sumade a y b, si hacemos

a+b=|(M,N)]|. (D

Ya que la nocion de cardinalidad es independiente del orden de los elementos, se sigue sin
dificultad que

a+b=b+a 2)
y para cualesquiera tres niimeros cardinales a, b, ¢
a+Mb+c)=((@a+b) +c. 3)

Ahora atendemos'la multiplicacion.

Cada elemento m de un conjunto M se puede enlazar con cada elemento n de otro conjunto
N para formar un nuevo elemento (m, n); para el conjunto de todos estos enlaces (m, n) intro-
ducimos la notaciéon (M - N). Llamamos a este conjunto “el conjunto enlace de M 'y N”. Se
tiene entonces

(M - N) = {(m,n)}. “4)

Se verifica también que la cardinalidad de (M - N) s6lo depende de las cardinalidades | M |= a,
| N |= b; porque, si se sustituyen los conjuntos M y N por conjuntos equivalentes a ellos

M ={m'y y N ={n}
y se consideran m, m’ asi como n, n’ como elementos asociados, el conjunto
M- N ={@m', n)}
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se puede poner en correspondencia reciprocamente univoca con (M - N), si se consideran aso-
ciados los elementos (m, n) y (m’, n’); asi, se cample que

(M"-N') ~ (M -N). &)
Ahora definimos el producto a - b mediante la ecuacion:
a-b=|(M-N)|. (6)

Un conjunto con ndmero cardinal a - b se puede generar a partir de dos conjuntos M y N
con numeros cardinales a y b mediante la siguiente prescripcion: se parte del conjunto N y se
sustituye en €l cada elemento n por un conjunto M, ~ M; si se colectan los elementos de todos
estos conjuntos M), en un todo S, entonces se verifca facilmente que

S~ (M-N), (7N
en consecuencia,
| S|=a-b.
Pues dada una correspondencia entre los conjuntos equivalentes M y.M};, denotamos con m,
al elemento de M,, correspondiente a m, asi que

S = {mn}, ®)

por lo que se pueden poner en correspondencia reciproca unfvoca los conjuntos Sy (M - N),
relacionando el elemento m,, con el elemento, (m, n).
De nuestras definiciones se siguen ficilmente los teoremas:

a-b=">0-qa ©))
a-b-c=(asb)-c (10)
a(b+t ¢).=ab + ac, (11)

porque

M -N)~ (N-M),
(M-~(N - P))~((M-N)-P),
(M- (N, P))~(M-N),(M- P)).

La adicion y.multiplicacion de cardinalidades estdn sujetas a las leyes generales de conmu-
tatividad, asociatividad y distributividad.

$4.

Exponenciacion de cardinalidades.

Por una “valuacion del conjunto N con elementos del conjunto M~ o expresado en forma més
simple, por una “valuacion de N en M ” entenderemos una ley, mediante la cual cada elemento
n de N esta asociado a un determinado elemento m de M, donde un mismo elemento de M
puede utilizarse repetidamente. El elemento de M asociado a n es en cierto sentido una funcién
univoca de n y se puede denotar, digamos con f (n); ella se llama “funcion valuacion de n”’; la
valuacién correspondiente de N se detota f(N).

Dos valuaciones f1(N)y f2(N) se dicen iguales cuando y s6lo cuando para cada elemento
n de N se satisface la ecuacion

fi(n) = fa(n), (1)

de tal suerte, que si para algin elemento n = ng no se cumple esta ecuacion, fi(N)y f2(N) se
consideran valuaciones de N distintas.
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Por ejemplo, si mg es un elemento particular de M, se puede imponer que para toda n

f(n) = mo;

esta ley constituye una valuacion particular de N en M.
Otro tipo de valuacion se obtiene cuando mq y m son dos elementos distintos de M, ngp un
elemento de N y se prescribe

f(no) = my,
fn) =m

para toda n que sea distinta de ny.

La totalidad de las valuaciones de N en M conforman un conjunto con elementos f (N);
llamamos a este conjunto el “conjunto de valuaciones de N en My lo denotamos por (N-{‘M).
Se tiene que

(N | M)={f(N)}. ()
SiM ~ M’y N ~ N, se deduce facilmente que
(N | M)~ (N"| M. 3)

El nimero cardinal de (N | M) depende s6lo de los.ntimeros cardinales | M |[=ay| N |= b;
€l nos sirve para definir el exponente ab:

a® = (N| M) |. )
Para tres conjuntos arbitrarios M, N y.P.se demuestran.con facilidad los teoremas:

(N | M) (P M) ~ (N, P) | M), )

(P M) - (PJN))~((P | (M- N)), (6)

(PN | M) ~ ((P-N) | M), (7

de los que, si se establece |, P |=.¢; por'(4) y teniendo en cuenta §3 obtenemos los teoremas
siguientes para nimeros cardinales arbitrarios a, by c:

ab.aC:ab+C’ (8)

a®- b = (a-b)", ©)

@) =ab"c (10)

Qué tan valiosas, y-trascendentes son estas férmulas sobre cardinalidades, se reconoce en los
siguientes ejemplos:

Denotemos con o la.cardinalidad del continuo lineal X (es decir, la totalidad X de los nimeros
reales x, > 0y < 1);se deduce sin dificultad que este se puede representar entre otras formas,
mediante la ecuacién

0 =2%, (1)

donde el significado de ¥ se aclara en §6.
De hecho, segtin (4), 2%° no es otra cosa que la cardinalidad de todas las representaciones

OIS f)
2 2 2V

de los niimeros x en sistema binario. Notemos que cada nimero x sélo tiene una representacion
con excepcion de los nimeros x = 2‘;[1 < 1, que se representa en dos formas, entonces tenemos,

si denotamos con {s,} la totalidad “numerable” de estos, primero

2% —| ({su}, X) | .

+--- (donde f(v) =001) (12)
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Si de X quitamos algun conjunto “numerable” {#,} y denotamos el resto con X1, se cumple
que

X =({n}, X1) = ({r2v-1}, {r20}, X1),
({sv}, X) = ({svl, {0}, X)),
{1} ~ v}, {r} ~ {0}, X1~ Xi,
con lo que
X~ ({s}, X),
asi que (§1)
2% —| X |=o.
De (11) se sigue al elevar al cuadrado que (§6, (6))
0-0=2%.2% —oftRo _ g% _ 4
y después de multiplicar repetidamente por o
0o’ =o, (13)
donde v es un ndmero cardinal finito.
Si se eleva ambos lados de (11) a la potenciay, se obtiene

ONO — (2N0)N0 — 2&0-1‘{0.
Pero segtin §6, (8) Rg - Rg = N, por lo que
o0 = o (14)

Las féormulas (13) y (14) no tienen otro significado que: “Tanto el continuo n-dimensional
como el 8p-dimensional tienen la cardinalidad del continuo monodimensional.” Asi que todo el
contenido del trabajo en-el.volumen 84:del Crelles Journal, pag. 242 se deriva de las formulas
elementales del cdlculo'de cardinalidades en forma puramente algebraica.

§S.

Los nameros cardinales finitos

Primero.se, debe mostrar como los principios expuestos, sobre los cuales se basara después la
teoria de los nimeros cardinales infinitos o transfinitos, también proporcionan la fundamentacion
mas breve, natural y-fermal de la teoria de nimeros finitos.

Un unico objeto e(, cuando lo consideramos como un conjunto Ey = {ep}, corresponde al
numero cardinal que llamamos “uno” y denotamos con 1; tenemos

1=[Ey]|. (1)
Abhora se une con E otro objeto e, el conjunto unién se llama E, de tal suerte que
Ey = (Eo, e1) = (eo, €1). (2)
El ndmero cardinal de E se llama “dos” y se denota con 2:
2=[Ei]|. 3)

Mediante la adicién de nuevos elementos obtenemos la sucesion no acotada de conjuntos
Er = (Ey1,e2), E3=(Ee3),...,

que nos proporciona los restantes, denotados 3,4, 5, ... llamados niimeros cardinales finitos.
El uso de los mismos nimeros como indices se justifica porque un nimero se usa con este
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significado una vez que se ha introducido como numero cardinal. Tenemos, si por v — 1 se
entiende el nimero que antecede inmediatamente a v en la sucesion,

v=[E,1|, “4)
El) == (Ev—lyev) = (eanl"" ’el))' (5)

De la definicién de suma en §3 se sigue que
| Ey |=] Ev—1 | +1, (6)

es decir, cada numero cardinal finito (excepto 1) es la unién del inmediato previo y el 1.
De nuestra disertacion resaltan los siguientes tres teoremas:
A. “Los miembros de la sucesion no acotada de niimeros cardinales finitos

1,2,3,...v,...

son distintos entre si (es decir, la condicion de equivalencia planteada en §1 no.se satisface entre
los conjuntos correspondientes)”.

B. “Cada uno de estos niimeros v es mayor que sus predecesores y menor que sus sucesores
(§2).”

C. “No existe un niimero cardinal que esté, por su magnitud, entre dos vecinosvyv+1(§2)”.

La demostracion de estos teoremas se sostiene-€n los siguientes teoremas D y E, que primero
se deben justificar.

D. “Si M es un conjunto con la propiedad de que ninguno de sus subconjuntos tenga la
misma cardinalidad que él, entonces también el conjunto (M, e), que se obtiene de M mediante
la adicion de un tinico elemento nueva'e,tiene la propiedad de que ninguno de sus subconjuntos
tiene la misma cardinalidad que él.™

E. “ Si N es un conjunto con cardinalidad finita v, N1 un subconjunto de N, entonces el
nuimero cardinal de N es igual'a alguno de-los niimeros previos 1,2,3,...v — 1.7

Demostracion de D. Supongamos/que existe un conjunto (M, e), uno de cuyos subconjuntos,
llamémosle N, tiene la‘misma cardinalidad que €I, entonces se distinguen dos casos, y ambos
conducen a una contradiccién: 1) Eliconjunto N contiene e como elemento; sea N = (M1, e);
entonces M es un'subeonjunto-de M, porque N es un subconjunto de (M, e). Como vimos en
§1, la correspondencia supuesta entre los conjuntos (M, e) y (M1, e) se puede modificar de tal
forma que el elemento e de-uno corresponde al mismo elemento e del otro; en consecuencia, M
y M se pueden-hacer corresponder en forma univoca. Pero esto contradice la hipétesis de que
M y su subconjunto My nopueden tener la misma cardinalidad.

2) El subconjunto N -de' (M, e) no contiene a e como elemento, entonces N es M o un
subconjunto de M. Respécto a la correspondecia entre (M, ¢) y N, supongamos que el elemento
e del primero corresponde al elemento f del dltimo. Sea N = (My, f); entonces M estard en
correspondencia reciprocamente univoca con Mi; pero M; es, como subconjunto de N, un
subconjunto de M. Tendriamos entonces también aqui un subconjunto equivalente con M,
contrario a la hipdtesis.

Demostracion de E. Se supone la validez del teorema hasta un cierto v y se deducird, como a
continuacion, la validez para el sucesor v + 1.

Como conjunto con nimero cardinal v + 1 se coloca E, = (eg, ey, ...e,); si el teorema es
correcto para éste, entonces sin mds (§1) se deduce su validez para cualquier otro conjunto con
el mismo ndmero cardinal v + 1. Sea E’ una parte de E,: distinguimos los siguientes casos:

1) E’ no contiene a e, como elemento, entonces E’ es E,_| o una parte de E,_1, por lo que
tiene como nimero cardinal v o alguno de los nimeros 1, 2, 3, ... v — 1, porque hemos supuesto
correcto nuestro teorema para el conjunto E,_; con nimero cardinal v.

2) E’ consiste en tnicamente el elemento e,,, entonces | E' |= 1.
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3) E’ consisteen e, y un conjunto E”, de tal formaque E’ = (E”, e))). E” esunapartede E,,_1,
por lo que tiene, segun hipdtesis, como nimero cardinal alguno de los ndmeros 1, 2,3, ...v—1.

Ahora, se cumple | E’ |=| E” | +1, por lo que E’ tiene como niimero cardinal alguno de los
ndmeros 2, 3, ... v.

Demostracion de A. Cada uno de los conjuntos que denotamos E, tiene la propiedad de que
no es equivalente a ninguno de sus subconjuntos. Pues si se supone que que esto se cumple para
un cierto v, se deduce del Teorema D que también se cumple para el sucesor v + 1.

Para v = 1 se reconoce de inmediato que el conjunto E; = (ep, e;) no es equivalente a
ninguno de sus subconjuntos que en este caso son (eg) y (e1).
Consideremos ahora dos nimeros p y v arbitrarios de la sucesion 1, 2, 3, ... donde u aparece

primero, v es posterior, entonces £, es un subconjunto de E,_1; por lo tanto £, 1.y E,_1 no
son equivalentes; los nimeros cardinales asociados u =| E,—1 | y v =| E,_1 | no.son‘entonces
iguales.

Demostracion de B. Si de los ndmeros cardinales finitos p y v el primero antecede al dltimo,
entonces i < v. Pues si consideramos los conjuntos M = E,,_ y N & &,_1, entonces se
satisfacen para ellos las dos condiciones en §2 para que se cumpla | M'|[<| N |. La condicién
1) se cumple porque, segin el teorema E, un subconjunto de M =, E),_; tiene como niimero
cardinal uno sélo de los nameros 1,2,3,...u — 1, por lo que no puede ser equivalente al
conjunto N = E,,_1, segtn el teorema A. La condicion 2) se satisface pues aqui M mismo es un
subconjunto de N.

Demostracion de C. Sea a un numero.cardinal menor que v 4+ 1. Por la condicion 2) de §2
existe un subconjunto de E, con nimero cardinal a..Segun el teorema E, para un subconjunto
de E, aparece s6lo uno de los nimeros 1, 2, 3, .. ..» como nimero cardinal.

Asi que a es igual a uno de logndmeros 1, 253, .. v.

De acuerdo con el teorema-B.ninguno de estos es mayor que v.

Por consiguiente, no existe nimero cardinal a que sea menor que v + 1 y mayor que v.

Posteriormente serd importante-el siguiente teorema:

F. “Si K es un conjunto de distintos'niimeros cardinales finitos, entonces entre ellos existe un
x| que es menor que el resto, es decir, es el menor de todos ellos.”

Demostracion:, El conjunto K contiene al nimero 1, entonces este es el menor, »; = 1; o
no lo contiene.” En eldltimo.caso sea J el conjunto de fodos aquellos nimeros cardinales de
la sucesion+1, 2, 3,.... gue’'son menores a los que aparecen en K. Si un nimero v pertenece a
J, entonces también pertenece a J todos los nimeros < v. Entonces J debe tener un elemento
victal que vy = 1 y.por consiguiente, todos los mayores que €l no pertenecen a J, pues en caso
contrario ' contendria la totalidad de todos los nimeros finitos, mientras que los pertenecientes
a K noestan.en J. El-conjunto J no es otra cosa que el segmento (1, 2, 3, ...v1). El nimero
V1 + 1 = xyes.necesariamente un elemento de K menor que el resto.

De F se deduce que:

G. “Cada conjunto K = {x} de niimeros cardinales finitos distintos se puede representar en
forma de sucesion:

K = (e, %0, %3,...)
con

2

< Ky < X3y < -+
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§6.

El menor numero cardinal transfinito alef cero

Los conjuntos con nimero cardinal finito se llaman “conjuntos finitos”, todos los demés
los llamaremos “conjuntos transfinitos” y los nimeros cardinales asociados a ellos “niimeros
cardinales transfinitos”.

La totalidad de los niimeros cardinales finitos v nos proporciona el ejemplo mas cercano de un
conjunto transfinito; al nimero cardinal asociado a €l lo llamamos (§1) “dlef cero”, en simbolos
R, asi que establecemos

Ro =[ {v} . (1

Que R sea un numero transfinito, es decir, que no es igual a ningiin nimero finito s sesigue
del hecho simple, de que si se afiade un nuevo elemento e al conjunto {v}, el conjunto unién
({v}, eo) es equivalente al que lo originé {v}. Porque se puede pensar una relacion reciproca
univoca entre ambos, donde el elemento e( se asocia al elemento 1 del segundo.y-el elemento v
del primero al elemento v + 1 del segundo. Segiin §3 tenemos entonces

No + 1 =Np. 2)

En §5 se demostré que (para u finito) u + 1 siempre es distinto. de w, por lo que ¥y no es
igual a ningtn ndmero finito p.
El niimero R¢ es mayor que cualquier niimerofinito (.

Ro > W. 3)

Esto se sigue, considerando §3;.de‘que u =J. (1,2,3,...u) |, ningin subconjunto de
(1,2,3,... 1) es equivalente al-conjunte,{v} y (1,2, 3, ... 1) es él mismo un subconjunto de
{v}.

Por otro lado R es el menorniimero cardinal transfinito.

Si a es un ndmero cardinal transfinito‘distinto de R, entonces se cumple

Ro < a. 4)

Esto se basa en el siguiente t€orema:

A. “Todo conjunto-transfinito T tiene un subconjunto con niimero cardinal X" .

Demostracion,~Si-se ha eliminado, mediante algtina regla, una cantidad finita de elementos
1, b, ... ty_j.de’ T siempre queda la posibilidad de eliminar otro elemento ¢#,. El conjunto {#,},
donde v representa-un nimero cardinal finito arbitrario, es un subconjunto de 7" con nimero
cardinal X, pues {r,} ~{v} (§1).

B. “Si § es un conjunto transfinito con niimero cardinal R, S| es un subconjunto transfinito
de S, entonces también se cumple | S1 |= Ro”.

Demostracion. Supongamos que S ~ {v}; denotemos con s,, al elemento de S que corresponde
al elemento v del conjunto {v} respecto a la correspondencia reciprocamente univoca entre ambos
conjuntos, asi que

S = {sy}.

El subconjunto S de S consiste en ciertos elementos s,, de S, y la totalidad de los nlimeros »
conforma un subconjunto transfinito K del conjunto {v}.
Segtn el teorema G, §5 el conjunto K se puede representar como la sucesion

K = {%l)}a
donde

Xy < Hy+1,
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por lo que también tenemos
S1 = {85, }-
De lo anterior se deduce que S ~ S, por lo que | S1 |= Ry.

De A y B se obtiene la férmula (4) en vista de §2.
De (2) concluimos, mediante la adicién de 1 en ambos lados, que

Ro+2 =28+ 1 =Ry,
y si repetimos esta observacion,
Ro + v = Ro. @)
Pero también tenemos
Ro + Rp = No. (6)
Pues segtn (1) §3, 8¢ + Rg es el ndmero cardinal de | ({a,}, {b,}) |, porque
| {av} [=1{bv} |= Ro.
Ahora, es evidente que se cumple
{v}=({2v -1}, {2v}),
({2v — 1}, 2v)) ~ ({av}, {bpd).
por lo que

| (ap, (B0 |=1 {ui]=Ro.

La ecuacion (6) se puede escribir también como;

Rp - 2'= R,
y si sumamos 8 repetidamente de’ambos-lados se encuentra que
No=V = v - Rg = Np. @)
Pero también tenemos
R - Rp = Ro. (8)

Demostracion.“Segun (6)-de §3, Rq - Rq es el nimero cardinal del conjunto enlace

{(1e, v)}

donde p y>v-son niimeros cardinales finitos independientes entre si. Si también A representa un
nimero cardinal finito-arbitrario (de tal forma que {A}, {x} y {v} son representaciones distintas
de la misma totalidad de los nimeros cardinales finitos), entonces debemos mostrar que

{(, v)} ~ {2}

Denotemos @ + v con p, entonces p toma la totalidad de valores numéricos 2, 3,4, ...,y
existen en total p — 1 elementos (i, v), para los cuales u + v = p, a saber,

p=1),2,p=2),...(p—1,1).

En esta sucesion se piensa primero que se pone un elemento (1, 1) parael cual p = 2, entonces
ambos elementos para los cuales p = 3, después los tres elementos para los que p = 4, etcétera,
asi se obtiene la totalidad de elementos (i, v) en forma de una sucesion simple:

(1, 1); (1,2),(2,1); (1,3),(2,2), 3, 1); (1,4), (2,3), ...,
y de hecho, aparece en la posicion A, como se verifica facilmente, el elemento (i, v), donde

(w+v—-Dp+v-2)
5 :

A=p+ )
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A toma cada valor numérico 1, 2, 3, ... una vez; segtn (9) se origina una relaciéon univoca
reciproca entre los conjuntos {1} y {(x, v)}.

Si se multiplica ambos lados de la ecuacion (8) por Ry, se obtiene Ng =R2 =N y mediante
multiplicacion repetida por 8¢ logramos la ecuacion, vélida para cada nimero cardinal finito v:

RY = . (10)

Los teoremas E y A de §5 conducen a los teoremas sobre conjuntos finitos:

C. “Todo conjunto finito E tiene la propiedad de que no es equivalente a ninguno de sus
subconjuntos”.

Este teorema se contrapone fuertemente al siguiente para conjuntos transfinitos:

D. “Toda conjunto transfinito T tiene la propiedad de que contiene un subconjunto T\ equi-
valente a él.”

Demostracion. Seguin el Teorema A de este pardgrafo existe un subconjunto S =\{¢,} de T
con numero cardinal Rg. Sea T = (S, U), de tal suerte que U consiste en los elementos de T
distintos de los #,. Hacemos S; = {t,+1}, 71 = (51, U), entonces T; es un subconjunto de 7,
de hecho se obtiene eliminando el elemento #; de 7. Puesto que S ~ Sy (teofema B de este
paragrafo) y U ~ U, entonces también (§1) T ~ T7.

En estos teoremas C y D aparece la diferencia esencial entre conjuntos-finitos e infinitos en la
forma mads nitida, que ya fue mencionada en el afio 1877 en el Volumen 84 del Journal Crelles
pag. 242.

Una vez que hemos introducido el menor de’los nimeros cardinales transfinitos R y que
hemos deducido sus propiedades mds inmediatas, surge la pregunta sobre los niimeros cardinales
mayores y su generacion a partir de R.

Se debe mostrar que los nimeros.cardinales transfinitos se pueden ordenar de acuerdo a su
magnitud y que con este orden, como en el caso de los finitos, conforman un “conjunto bien
ordenado” en sentido amplio.

Después de ¥ aparece, de acuerde a una regla determinada, el siguiente niimero cardinal Ny,
después de éste aparece, seguin la misma regla, el siguiente mas grande R, y asi sucesivamente.

Pero incluso la sucesion no acotada.de nimeros cardinales

No, N, N, ... R,

no abarca a todos los nimeros cardinales transfinitos. Se demostrara la existencia de un nimero
cardinal, que denotaremosCon R, que se identifica como el mds inmediato mayor a todos los R,;
de €l continuamos, como en el paso de R a Ry, a uno mayor inmediato 8,1, y asi se continua
sin fin.

Para cada niimero.cardinal transfinito a existe un inmediato mayor, uniformemente de acuerdo
a una regla; pero’también para cada conjunto creciente no acotado y bien ordenado {a} de
numeros cardinales transfinitos a existe un nimero cardinal inmediato mayor determinado en
forma uniforme.

Para formalizar este resultado encontrado en el afo 1882 y publicado en el escrito “Funda-
mentos de una teoria general de variedades”, asi como en el Volumen 21 de Mathematische
Annalen nos serviremos de los asi llamados “fipos ordinales” cuya teoria debemos detallar en
los siguientes paragrafos.

§7.
El tipo ordinal de los conjuntos simplemente ordenados

Llamamos a un conjunto M “simplemente ordenado”, si se establece entre sus elementos m
una cierta “jerarquia”, respecto a la cual, para cualesquiera dos elementos m y m», uno tiene
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“menor” y el otro tiene “mayor” jerarquia y de tal forma que para cualesquiera tres elementos
m1, myy m3, sidigamos m tiene menor jerarquia que m» y €ste menor que m3, entonces siempre
se cumple que m tiene menor jerarquia que ms3.

La relacion entre dos elementos m y m», respecto a la cual m tiene la menor, m, la mayor
jerarquia, se expresa mediante las férmulas

m; <mjp, mop > mj. (1)

Asi por ejemplo, en una recta infinita cada conjunto definido de puntos P es un conjunto
simplemente ordenado, si a cada dos puntos arbitrarios pj y p» se le otorga menor jerarquia a
aquel, cuya coordenada (fijando un origen y una direccion positiva) sea la menor.

Es evidente que un conjunto se puede “ordenar simplemente” en muy distintas_maneras.
Consideremos como ejemplo el conjunto R de todos los nimeros racionales positiyos g (donde
Py g son primos relativos), mayores que cero pero menores que 1, entonces se tiene una jerarquia
“natural” de acuerdo a su magnitud. Pero también se pueden ordenar (y con'este nuevo orden
denotaremos al conjunto con Ry) de tal forma que dos nimeros % y %, paraloes cuales las sumas
p1+q1y p2+ g2 toman valores diferentes, el nimero que obtiene el ménor rango jerarquico es
aquel para el cual la suma respectiva es la menor, y que cuando p| 4+ g1 = p2 + g2, entonces el
menor es, el menor de ambos racionales.

Puesto un valor de p + ¢ corresponde a solamente una cantidad finita de niimeros racionales

distintos g, en esta jerarquia nuestro conjunto-tiene claramente la forma:

1123
’5’67574"" b

ONN )

1 1.1
R():(r19r29""rl)7-'-): 5,5717

donde
Ny <ry+i.

Siempre que hablemos.de un conjuntoM ordenado simplemente, pensaremos que subsiste
una jerarquia bien determinada.en elsentido recién definido entre sus elementos.

Existen conjuntos 2-, 3-{ v, a-ordenados, pero de éstos prescindiremos por el momento en
nuestra investigacion., Por ello utilizamos la abreviacion “conjunto ordenado”, pensando en
realidad en un ‘‘conjunto simplemente ordenado”.

A cada conjunte.ordenado-M se le asociaun “tipo ordinal” determinado o, en forma abreviada,
un determinado_“fipo’’} que denotamos como

M; (2)
ésta es lanocion general; que se obtiene de M, prescindiendo de la naturaleza de los elementos
m, pero considerando la jerarquia entre ellos.

Mis atin, el tipo-ordinal M es él mismo un conjunto ordenado, cuyos elementos son unidades,
que adquieren‘la misma jerarquia que sus correspondientes elementos en M, de los cuales se
obtuvieron mediante abstraccion.

Dos conjuntos ordenados M y N son “similares”, cuando se pueden poner en correspondencia
reciproca univoca y dados dos elementos m, m, de M y sus correspondientes elementos ny, n
en N, la relacion jerarquica entre m| y my en M es la misma que entre n; y np en N. A
tal correspondencia entre conjuntos similares la llamamos un “aplicacion” entre ellos. Asi
corresponde cada subconjunto My de M (que es claramente también un conjunto ordenado) a
un subconjunto similar Ny de N.

La similitud de dos conjuntos ordenados M y N la expresamos mediante la férmula:

M~ N. 3)

Cada conjunto ordenado es similar a si mismo.
Si dos conjuntos ordenados son similares a un tercero, son similares entre si.
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Mediante una sencilla reflexion concluimos que dos conjuntos ordenados tienen el mismo tipo
ordinal cuando y solo cuando son similares, de tal forma que las formulas

M=N, Mx=N “4)

son consecuencia una de la otra.

Si se abstrae en un tipo ordinal M también de la jerarquia entre sus elementos, entonces se
concluye que (§1) el nimero cardinal | M | del conjunto ordenado M es igual al nimero cardinal
del tipo ordinal M.

DeM =N siempre se deduce que | M |=| N |, es decir, los conjuntos ordenados del mismo
tipo siempre tienen la misma cardinalidad; la similitud entre conjuntos ordenados siempre da
lugar a su equivalencia. Por el contrario, dos conjuntos ordenados pueden ser equivalentes,sin
ser similares.

Para denotar los tipos ordinales recurrimos a las letras mintsculas del alfabeto griego:

Si o es un tipo ordinal, entonces entenderemos por

o S)

el nimero cardinal asociado.

Los tipos ordinales de conjuntos finitos simplemente ordenados ne ofrecen ningin interés
especial. Pues es facil comprobar, que para un nimero cardinal finito v todos los conjuntos
simplemente ordenados de esa cardinalidad son similares entre-si,-asi que tienen el mismo tipo.
Los tipos ordinales finitos simples se generan por las mismas reglas que los nimeros cardinales
finitos, y se permite usar los mismos simbelos'1, 2, 3, ...\, ..., aunque la nocidn sea distinta
a la de nimero cardinal.

Muy distinto es el comportamiento.de los tipos.ordinales transfinitos; pues para un mismo
nimero cardinal transfinito existe una cantidad infinita de tipos distintos de conjuntos simple-
mente ordenados de esa cardinalidad, que:al reunirlos constituyen una “clase de tipos” particular.

Cada una de estas clases de tipos esta determinada entonces por un nimero cardinal transfinito
a, que es comun a cada.uno de'los tipos-pertenecientes a la clase; por ello abreviamos y la
Ilamamos clase tipo [a].

La primera de ¢llas, que se nos presenta en forma natural y cuyo andlisis completo serd la
siguiente meta de la teorfa de.conjuntos transfinitos, es la clase tipo [Rg], que comprende todos
los tipos con el'mener, nimero.cardinal transfinito Ry.

Debemos distinguir entre-el nimero cardinal a, que determina a la clases tipo [a] y el nimero
cardinal a/; quelesta determinado a su vez por la clase tipo [a]; €l es el nimero cardinal que (§1)
surge de la clase tipo.Ja], en'tanto que €sta represente un conjunto bien definido, cuyos elementos
son los tipos a~con nimero cardinal a. Después veremos que a es distinta de a y de hecho,
siempre es mayor que d.

Si invertimos la jerarquia entre los elementos de un conjunto ordenado M, de tal forma que
en todas partes remplazamos un “menor” por un “mayor” y cada “mayor” por un “menor”,
obtenemos otra vez un conjunto ordenado que denotamos con:

*M (6)

y lo llamamos el “inverso” de M. o
El tipo ordinal de *M lo denotamos, cuando &« = M, como

o (7

Puede ocurrir que *o = «, como por ejemplo en los tipos ordinales finitos o con el tipo del
conjunto R de todos los nimeros racionales, que son mayores que 0 y menores que 1, con su
jerarquia natural, y que estudiaremos con la notacion 7.
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Notamos ademads que dos conjuntos ordenados similares se pueden aplicar entre si ya sea en
una sola forma o en varias formas; en el primer caso el tipo asociado es similar a si mismo en
una sola forma, en el otro caso en varias formas.

Entonces no sélo los tipos finitos, sino también los tipos de “conjuntos bien ordenados”
transfinitos, que nos ocuparan después y que llamaremos “niimeros ordinales transfinitos”, son
del tipo que permiten una sola aplicacién sobre si mismos. Por el contrario, el tipo 1 es similar
a si mismo en una cantidad inumerable de formas.

Queremos aclarar esta diferencia con dos ejemplos sencillos.

Por w entendemos el tipo de un conjunto bien ordenado

(e1,e2,...,€y,...),
en el que
€y < €ép+]
y donde v recorre todos los ndmeros cardinales finitos.
Otro conjunto bien ordenado

(fts foo oo s foaiil)

con la condicion

fv < foti

con tipo w puede ser “aplicado” sobre el primeto sélo cuando ‘e, y f, se corresponden. Pues
para respetar jerarquias el primer elemento ej-debe corresponder a f7 respecto a la aplicacidn,
el segundo e> que jerdrquicamente sigue-a’e; debe corresponder a f> que es el sucesor de f1,
etcétera.

Cualquier otra correspondencia anivoca reciproca entre ambos conjuntos equivalentes {e,} y
{fv} no es una “aplicacion”, en €l sentido que hemos definido antes para la teoria de tipos.

Tomemos, por otro lado, un-conjunto ordénado de la forma

{ev},
donde v’ recorre todos1os niimeros enteros positivos y negativos con excepcién del cero y donde
se cumple
ey < ey4l.

Este conjunto no'tiene, jerdrquicamente, menor ni mayor elemento. Su tipo es, segtn la

definicién de suma‘dada-en §8,
o+ w.

El'es’similar.a si mismo en una cantidad infinita de formas.

Pues consideremos-un-conjunto del mismo tipo

{f v/ } >
donde
f v < f V41>
entonces se pueden corresponder ambos conjuntos de tal forma que, si v, es uno de los nimeros
v/, al elemento e, del primer conjunto le corresponde el elemento f,,(/) 1, del segundo. De la
arbitrariedad de v;, se sigue que existen una cantidad infinita de tales transformaciones.

La nocién recién desarrollada de “tipo ordinal” comprende, cuando se traslada en forma
similar a conjuntos ordenados de orden superior, junto con la nocién introducida en §1 de
ndmero “cardinal o cardinalidad”, todo lo “enumerable” que sea imaginable y, en este sentido,
no permite mayores generalizaciones. No es arbitraria, sino que es la generalizacion natural de la
nocion de contar. Es importante resaltar, que el criterio de igualdad (4) se sigue necesariamente
de la nocion de tipo ordinal, por lo que no permite ninguna enmienda. El menosprecio de esta
situacion es la causa principal de graves errores, que se encuentran en la obra del Sr. Veronese
“Grundziige der Geometrie” (traducida al aleman por A. Schepp, Leipzig 1894).
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Enlapag. 30 se define la “cantidad o nimero de un grupo ordenado” totalmente en coinciden-
cia con lo que nosotros hemos llamado el “tipo ordinal de un conjunto simplemente ordenado”.
(Zur Lehre von Transfiniten, Halle 1890, pags. 68-75, Reproduccion del Zeitschrifft f. Philos.
u. philos. Kritik, del afio 1887).

Al criterio de igualdad el Sr. V. considera que debe afiadirle un suplemento. El dice en la pag.
31: “Numeros, cuyas unidades se corresponden univocamente y en el mismo orden y ninguno
de los cuales es igual a una parte del otro, son iguales”.

Esta definicion de igualdad da lugar a un circulo vicioso, por lo que conduce a un absurdo.

(Qué quiere decir en el suplemento “no ser igual a una parte del otro”?

Para responder a esta pregunta, se debe saber de antemano cudndo dos numeros son 0 no
iguales. Asi que su definicion de igualdad (sin tener en cuenta su arbitrariedad) presupone.una
definicion de igualdad que a su vez presupone una definicion de igualdad, para la cual se-debe
saber de antemano que es igual y distinto, etcétera, etcétera hasta el infinito.

Una vez que el Sr. V. ha dado libremente en tal forma el nada superfluo fundamento para la
comparacion de nimeros, no debe sorprender la falta de formalidad en la que éla continuacién
opera con sus nimeros seudotransfinitos y les atribuye a estos dltimos propiedades que por
razones simples no pueden poseer, porque ellos, no pueden existir (exceptuando en el papel),
en la forma que €l pretende. También con esto se explica la similitud que tiene su construccion
de los nimeros con el trabajo realmente absurdo*“undendliche Zahlen” de Fontenelle que se
presenta en su “Geometrie de L’Infini”, Paris, 1727

Hace poco el Sr. W. Killing ha expresado, por-suerte, sus objeciones contra los fundamentos
del Libro de Veronese en el “Index lectionum’” de la Academia en Miinster. (1895-1896).

§8.

Suma y multiplicacién de tipos ordinales

El conjunto unién (M, N).de dosiconjuntos M y N se puede ver como un conjunto ordenado
cuando ambos son ordenades, dejando la“jerarquia entre elementos de M igual, lo mismo que
la jerarquia entre los elementos de IV, y estableciendo que los elementos de M tienen menor
jerarquia que los.de-N. Si‘M’ y_ N’ son otros dos conjuntos ordenados, M >~ M', N >~ N/,
entonces también-se cumple (M, N) ~ (M’, N'); el tipo ordinal de (M, N) depende entonces
tan s6lo de los tipos‘ordinales M=uo, N = B; asi, definimos

a+p=[M,N)] 6]

En la suma o+ 6, oe-se llama el “augendus”, mientras que B el “addendus”.
Para tres tipos ordinarios arbitrarios se demuestra facilmente la ley asociativa

at+B+y)=@+p) +v. )

Por el contrario, la ley conmutativa no se cumple en general respecto a la adicion de tipos.
Esto se observa en el siguiente ejemplo sencillo:
Si w es el tipo, ya mencionado en §7, del conjunto bien ordenado

E:(el’627"'7ev"")7 ev‘<€v—|—l,

entonces 1 +wnoesigualaw + 1.

3La edicién original en italiano (pag. 27) dice literalmente:*“Numeri le unita dei quali si corrispondono univo-
camente e nel medesimo ordine, e di cui ’'uno non ¢ parte o uguale ad una parte dell’ altro, sono uguali.”
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Pues si f es un elemento nuevo, se tiene segun (1)
l+w=(fE),
w+1=(E, f).
El conjunto

(,Ey=(f,e1,e2,...,€y,...)

es similar al conjunto E, por consiguiente
l+w=ow.

Por el contrario, los conjuntos E y (E, f) no son similares, pues el primero no tiene mayor
elemento, respecto a su jerarquia, mientras que el tltimo conjunto tiene al elemento’ f-como el
mayor. Por lo tanto, w 4+ 1 es distintode v = 1 4+ w.

A partir de dos conjuntos ordenados M y N con tipos o y B se puede formiar un conjunto
ordenado S haciendo que en N cada elemento n sea sustituido por un conjunto ordenado M,
con el mismo tipo & que M, por lo que

M, =qa, 3)
y la jerarquia en
S.={M,} “4)
se determina de acuerdo a:
1) dos elementos de S, que pertenezcan al misme conjunto M, conservan en S la jerarquia
que tenian en M,
2) dos elementos de S que pertenezcan a dos conjuntos M,,, y M,, distintos, obtienen en S la
jerarquia que ny y np tenian en.N.
El tipo ordinal de S depende, como se verifica facilmente, sélo de los tipos @ y f; definimos:
o-B=S. Q)

En este producto,o’se-llama el ‘multiplicandus” y B el “multiplicator”

Después de fijar alguna aplicacion de M sobre M,, sea m,, el elemento de M,, correspondiente
al elementom-de.M.

Podemos entonces.eseribir también

S = {mn}. (0)
Consideremos un tercer conjunto ordenado P = {p} con tipo ordinal P = y, entonces segiin
&)
a-B={m,}, B-y=1{n,), (@-B)-y=1{0m)p),
o (B-y)={mau,).

Ambos conjuntos ordenados {(m,),} y {m@,)} son similares y se aplican uno en el otro, si
asociamos sus elementos (m,), y mn ).
Se cumple entonces la ley asociativa para tres tipos «, 8, v

(a-p)-y=a-(B-y). (7
De (1) y (5) se sigue también facilmente la ley distributiva
a-B+y)=a-Bt+a-y, ()

pero sélo en esta forma, donde el factor con dos elementos desempeiia el papel del multiplicator.
Por el contrario, entre tipos la ley conmutativa tiene tan poca validez en la multiplicaién que
como en la adicion.
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Por ejemplo, 2 - @ y @ - 2 son tipos distintos; pues por (5)

2-w=(e1, fisea, fo;...5e0, fv;...) = w;

mientras que

w'2:(€1,€2,... 361)3"' ;f19f2"" 3f1)5~~~)9

que es claraemnte distinto de w.

Si se comparan las definiciones dadas en §3 para las operaciones elementales entre ndmeros
cardinales con las aqui presentadas para tipos ordinales, se reconoce facilmente que el nimero
cardinal de la suma de dos tipos ordinales es igual a la suma de los ndmeros cardinales de cada
tipo y que el nimero cardinal del producto de dos tipos es igual al producto de los nimeros
cardinales de cada tipo.

Cada ecuacion entre tipos ordinales que involucre operaciones elementales sigue siendovélida,
si se sustituyen todos los tipos por sus nimeros cardinales.

§9.

El tipo ordinal 1 del conjunto R de los niimeros racionales mayores que cero y menores
que 1 con su orden natural.

Por R entendemos, como en §7, el sistema de10s nimeros racionales g (suponiendo p y g sin
factores en comun), > 0y < 1, con su orden natural, donde la magnitud del nimero determina
su jerarquia. El tipo ordinal de R lo denotamos con #:

n=R. (1)

Alli consideramos el mismo-conjunto con otro orden, en el que lo llamamos Ry y en primer
lugar se toma en cuenta lamagnitud de p+'¢q, en segundo lugar, para nimeros racionales, para
los cuales p + ¢ tiene el ' mismo. valor, lajerarquia la determina la magnitud de g. Ry tiene la
forma de un conjunto bien ordenado.de tipo w:

Ro =(ry3r2, ... ,1y,...), donde r, <ry4q, 2)
Ry=w. 3)

R y Ry tienen'el mismo ndimero cardinal, pues sélo se distinguen por la jerarquia entre sus
elementos, y'comores-evidente que | Ry |= Ny, entonces también se cumple

| R |=7 = Ro. 4)

Por lo tanto, el tipo n pertenece a la clase de tipo [No].

Seguidamente hacemos notar que en R no existen, relativos a su orden, un mayor 0 un menor
elemento.

En tercer lugar, R tiene la propiedad de que entre cualesquiera dos de sus elementos segin
su orden, se encuentra otro; esta caracteristica la expresamos con las siguientes palabras: R es
“denso en todas partes”.

Ahora se debe mostrar que estas tres propiedades caracterizan al tipo n de R, por lo que se
cumple el siguiente teorema:

“Si se tiene un conjunto simplemente ordenado M que satisface las tres condiciones:

D) | M |= R,
2) M no tiene, de acuerdo a su orden, un menor o un mayor elemento,
3) M es denso en todas partes,
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entonces el tipo ordinal de M es igual a n:

M — T].”
Demostracion. Por la condicién 1) se puede hacer de M un conjunto bien ordenado con tipo
w; una vez que se ha hecho esto, denotemos M con M( y hacemos

MOZ(ml,mZ,---,mm---) (5)
Ahora debemos mostrar que
M ~ R. (6)

Es decir, se debe demostrar que se puede aplicar M sobre R de tal forma que la jerarquia entre
dos elementos en M es la misma que entre los correspondientes elementos en R.

Supongamos que el elemento r; en R corresponde al elemento m| en M.

ro guarda una determinada jerarquia respecto a ri en R; por la condicién 2) existen una
cantidad infinita de elementos m, de M que guardan la misma jerarquia respecto a mj en M
que r, respecto a r; en R; de entre ellos escogemos aquel que en en My«tenga el indice menor,
digamos m,,, y asociémoslo con r;.

r3 tiene en R una determinada relacion de orden con 1 y rp; segun las condiciones 2) y 3)
existe una cantidad infinita de elementos m, en M que guardan-la.misma relacion de orden con
m1y m,, que la que guardan r3 con rq y r2 en R; escogemos aquel que tenga el menor indice en
My, digamos m,,, y lo asociamos con 3.

Continuamos este proceso segun estas prescripciones;si a los v elementos de R

r19r2’r3"'- ’rv
se les ha asociado los elementos

m17mL2’mL3’ cee My

v

de M, que en M guardan la misma relacion de orden entre si que sus correspondientes en R,
entonces el elemento. x4 | de’ R se asocia con el elemento con el menor indice m, 1 de M, que
tenga la misma relacion jerarquica respecto a

mlvmlzamt3’ cee,my

v
en M que laque tiene r,{)conry, ra, ... ,r, en R.

En estaforma hemes-asociado fodos los elementos r, de R con elementos m, de M,y los
elementos m, -tieneén-en M la misma relacion de orden que sus correspondientes elementos r,
en R.

Atunse debe.mostrar que los elementos m,, comprenden a fodos los elementos m, de M o, lo
que es lo mismo, que la sucesion

1,00,03, ..., Ly, ...

es simplemente una permutacion de la sucesion

1,2,3,...,v,...
La demostracion se efectua mediante induccion completa, mostrando que si los elementos
mi, my, ... ,m, aparecen en la permutacion, también aparece el elemento siguiente m,, .

Sea A suficientemente grande para que entre los elementos
ml’ mL27 mt3a s mlA
aparezcan los elementos
My, mo, ..., M.

(que por hipétesis aparecen en la permutacion). Puede ocurrir que entre ellos se encuentre m,,4 1 ;
entonces aparece m,1 en la aplicacion.
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Si en cambio, no aparece m, 1 entre los elementos
mls mtza m[35 cee mt)g

entonces m, 4| guarda una determinada relacion jerdrquica en M respecto estos elementos; la
misma relacién se presenta entre una cantidad infinita de elementos en R con ry,rp, ... ,ry, ¥
entre ellos sea ry 4 el que tiene el menor indice en Ry.

Entonces, como se verifica facilmente, m, | tiene la misma jerarquia respecto a

My, My, Mgy e My
en M que ryy, respecto a

ri,s 712, ... s Ny4+o—1
en R. Puesto que los m, m», ..., m, ya pertenecen a la transformacion, m, | es el elemento

con el menor indice en M\ que tiene esa relacion jerarquica respecto a
My, my, ... My, .
Por consiguiente, seguin la forma en que establecimos la correspondencia

My e = Myt1-

También en este caso aparece el elemento m,, 1 enlaaplicacion, y.de hecho es r; _t, el elemento
que se le asocia en R.

Asi hemos visto que nuestra aplicacion transforma rodo el'conjunto M en todo el conjunto R;
M y R son conjuntos similares,

l.q.q.d.

Del Teorema recién demostrado.se obtiene, por ejemplo, lo siguiente:

“n es el tipo ordinal del'conjunto de'los nimeros racionales positivos y negativos excluyendo
al cero en su orden natural’’

“n es el tipo ordinal del conjunto de los nimeros racionales mayores que a y menores que b
con su orden natural, donde @ y b son cualesquiera ndmeros reales con a < b.”

“n es el tipo ordinal del‘conjunto de los nimeros reales algebraicos con su orden natural.”

“n es el tipo erdinal del conjunto de los niimeros reales algebraicos mayores que a y menores
que b con su orden natural,donde a y b son cualesquiera nimeros reales cona < b.”

Ya que todos _estes conjuntos ordenados satisfacen las tres condiciones para M de nuestro
teorema (comparese conpag. 258, Crelle Journal Vol. 77).

Si consideremos ademds las definiciones dadas en §8 de los conjuntos con tipos n + 71, 71,
(1 4+ nn, (n+ Dn, (1 + n + 1)n, encontramos que ellos satisfacen las tres condiciones. Con
ello tenemos los teoremas:

n+n=n, (7)

n =, ()
(I+nmn=n, )
(n+ Dn=n, (10)
(1+n+Dn=n. (11)

Repetidas aplicaciones de (7) y (8) propician para cada nimero finito v

n-v=mn, (12)
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n" =n. (13)
Por el contrario, como se verifica sin dificultad, parav > 1, lostipos 1 +n,n+1,v-n, 1+n+1
son distintos entre si y distintos de . Por otro lado,

n+14+n=n, (14)

mientras que 1 + v + n es distinto de n, parav > 1.
Finalmente, vale la pena mencionar que

n=n. (15)

§10.

Las sucesiones fundamentales contenidas en un conjunto bien ordenado.

Fijemos un conjunto simplemente ordenado M arbitrario. Cada subconjunto de M es en
sf mismo un conjunto ordenado. Para el estudio del tipo M resultan ser muy importantes los
subconjuntos de M que tienen tipo w o *w; los llamamos “sucesiones fundamentales de primer
orden contenidas en M ”, mds atn, a los primeras (las de tipo.w) las llamamos “crecientes”, y
a las otras (las de tipo *w), “decrecientes”.

Puesto que nos restringiremos a las-sucesiones fundamentales de primer orden (en trabajos
futuros consideraremos también sucesiones de orden superior), las llamaremos simplemente
“sucesiones fundamentales”.

Una “sucesion fundamental creciente” tiene la forma

{av}, dOIlde, ay < a‘)+l, (1)
una “sucesion fundamental-decreciente” tiene la forma
{by}, donde, b, > byi1. (2)

v tiene siempre el-significado, en nuestras consideraciones (lo mismo que x, A, i), de un
ndmero cardinal finito-arbitrario o también de un tipo finito respectivamente un nimero ordinal
finito.

Dos sucesiones fundamentales crecientes {a,} y {a]} contenidas en M se dicen “correspon-
dientes”, en.simbolos

fav} Il {a,}, 3)
cuando para.cadaelemento a, existe un elemento a; tal que
a, < aj,
y para cada elemento a/, existe un elemento a,, tal que
a, < ay.

Dos sucesiones fundamentales decrecientes {b,} y {6} en M se dicen “correspondientes”,
en simbolos

{bo} Il {by}, “)
cuando para cada elemento b, existe un elemento b tal que
b, = b;,
y para cada elemento b;, existe un elemento b, tal que

b, > b,.
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Una sucesion fundamental creciente {a, } y unadecreciente {b,} se llaman “correspondientes”,
en simbolos

{av} |l {bv), &)

si 1) para cualesquiera v y
a, < by,
y 2) existe en M a lo sumo un elemento m (es decir, solamente uno o ninguno) tal que para toda
v
a, < mqy < b,.
Se cumplen entonces los tres teoremas:
A. “Si dos sucesiones fundamentales son correspondientes a una tercera, entonces ellasson
correspondientes entre si”.
B.“Dos sucesiones fundamentales ambas crecientes o ambas decrecientes, una de.las cuales
es un subconjunto de la otra, son correspondientes.”
Si existe en M un elemento mq que tiene una posicion, respecto a la sucesion-fundamental
creciente, tal que
1) para cada v
av < m(),
2) para cada elemento m de M que sea < my, existe'un cierto nimero v tal que
a, > m, para- v > 1,

llamaremos a mq “un elemento limite de {a,}.en M’ o también un “elemento principal de M ”.
Igualmente, llamaremos a un elemento. 7o un “elemento principal de M~ o también “un
elemento limite de {b,} en M ” si se.satisfacen las condiciones:
1) para cada v
bv >\my,
2) para cada elemento m > my de.M existe un cierto nimero v tal que
b, <'mr; para v > .

Una sucesion fundamental nunca puede tener mds de un elemento limite en M; M tiene en
general muchos elementos principales.

Se verifica la validez de los siguientes teoremas:

C. “Siuna sucesion fundamental tiene un elemento limite en M, entonces todas las sucesiones
correspondientes.con ella tienen el mismo elemento limite en M.”

D. “Si dos sucesiones fundamentales (ambas crecientes o decrecientes o ninguna) tienen el
mismo elementa limite en M, entonces son correspondientes.”

Si M y M’ son dos conjuntos ordenados similares, es decir,

M=M (6)
y se fija algiina aplicacion entre ellos, entonces se cumplen, como se ve con facilidad, los
siguientes teoremas:

E. “A cada sucesion fundamental en M le corresponde como imagen una sucesion fundamen-
tal en M' y viceversa; a cada sucesion creciente, a cada decreciente y a sucesiones fundamen-
tales correspondientes, tienen como imagen una sucesion creciente, decreciente o sucesiones
fundamentales correspondientes en M', respectivamente, y viceversa” .

E. “Si un elemento limite en M pertenece a una sucesion fundamental, entonces pertenece a
la sucesion fundamental imagen en M’ un elemento limite y viceversa; estos elementos limite
son imagen uno del otro respecto a la aplicacion”.

G. “A los elementos principales de M corresponden como imdgenes elementos principales
en M’ y viceversa.”
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Si un conjunto M consiste en elementos principales, es decir, cada uno de sus elementos es
un elemento principal, lo llamamos un “conjunto denso en si mismo”.

Si para cada sucesion fundamental en M existe un elemento limite en M, entonces a M lo
Ilamamos un “conjunto cerrado”.

Un conjunto que es “denso en si mismo” y “cerrado” se conoce como “conjunto perfecto”.

Si un conjunto posee alguna de estas tres propiedades, también la tiene cada conjunto similar
a él; por lo cual se pueden transferir estas propiedades a tipos ordinales, por lo que existen “fipos
densos en si mismos”, “tipos cerrados”, “tipos perfectos” y “ tipos densos en todas partes”
(§9).

Por ejemplo, 1 es un tipo “denso en si mismo”; como en §9 se mostrd, es “denso en todas
partes”, pero no “cerrado”.

'y * no tienen elementos principales (unidades principales); por el contrario, w+vy v+*w
tienen un elemento principal y son tipos “cerrados’.

El tipo w - 3 tiene dos elementos principales, pero no es “cerrado’; el tipo.@¢-'3 + v tiene tres
elementos principales y es “cerrado”.

§11.

El tipo ordinal 6 del'continuo lineal X.

Tornamos a investigar el tipo ordinal del conjunto,X = {x} de los nimeros reales x, > 0y
< 1, con su orden natural, tal que para cualesquiera-dos elementos arbitrarios x y x” ocurre

X <x', cuando x < x'. (D
La notacion para este tipo es
X =0. (1)

De la teoria de'los niimeros tacionales e irracionales se sabe que cada sucesion fundamental
{x,} en X tiene un elemento limite xo en X y reciprocamente, cada elemento x de X es un
elemento limite de sucesiones fundamentales correspondientes en X. Porello X es un “conjunto
perfecto”, y'@un “tipo perfecto”.

Con loanteriorno'queda 0 totalmente caracterizado, debemos considerar también la siguiente
propiedad de X:

X contiene-al conjunto R estudiado en §9 de tipo ordinal n como subconjunto, y de hecho, de
tal forma que entre cualesquiera dos elementos arbitrarios xo y x1 de X, de acuerdo al orden,
estd un elemento de R.

Ahora se debe mostrar gue estas caracteristicas juntas determinan por completo al tipo ordinal
0 del continuo lineal X, de tal forma que se cumpla el teorema:

“Si un conjunto ordenado M cumple con: 1) es “perfecto”, 2) contiene un conjunto S de
cardinalidad | S |= R que guarda una relacion con M tal que entre cualesquiera dos elementos
arbitrarios my y my de M existe un elemento de S entre ellos, segiin su orden, entonces M = 6.

Demostracion. Si S tiene un menor o un mayor elemento, entonces por 2) éste debe compor-
tarse igual en M; por lo tanto, podemos eliminar este elemento de S sin que este conjunto pierda
su relacién expresada por 2) con M.

Suponemos en consecuencia que S no tiene menor o mayor elemento; por consiguiente, segin
§9, S tiene tipo ordinal 7.

Pues si S es un subconjunto de M, entonces por 2) entre cualesquiera dos elementos so y s1
de S debe estar otro elemento de S respecto a su orden. Ademas, por 2) tenemos que | S |= No.
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Ambos conjuntos son por consiguiente “similares” entre si,
S~ R. 2)

Fijemos una “aplicacion” entre R y S y afirmamos que ésta genera una cierta “aplicacion”
entre X y M, y de hecho de la siguiente forma:

Todos los elementos de X, que simultdneamente pertenecen a R, son imdgenes de elemen-
tos correspondientes en M, que son simultineamente elementos de S y corresponden a esos
elementos de R respecto a la aplicacion de R sobre S.

Si xg es un elemento de X que no pertenece a R, se puede ver como el limite de una suce-
sion fundamental {x,} contenida en X que se puede remplazar por una sucesion fundamental
correspondiente {r,, } contenida en R. A esta ultima corresponde como imagen una sucesion
fundamental {s; } en Sy M, que por 1) estd acotada por un elemento mo en M que no pertenece
a S (F, §10). Este elemento my en M (que sigue siendo el mismo, si en lugar de las sucesiones
fundamentales {x,} y {r,, } se utilizan otras que tengan como elemento limite al mismo,elemento
xo (E, C, D, en §10), es la imagen de xo en X. Reciprocamente, a cada elemento mg de M, que
no aparece en S, le corresponde un elemento determinado xo de X que no pertenece a R y que
es la imagen de my.

De esta forma se establece una correspondencia reciproca univoca entre X y M, para la que
se debe mostrar que da origen a una “aplicacidén” entre estos conjuntos;

Esto se cumple desde el principio para aquellos.elementos de X'y M que simultineamente
pertenecen a R, respectivamente a S.

Comparemos un elemento r de R con un xj de X que nojpertenezca a R; sean s y m los
elementos correspondientes de M.

Sir < xop, existe una sucesién fundamental creciente {r,, } acotada por x¢, y a partir de un
cierto vg se cumple que

I < gy~ parasv > .

La imagen de {r,,} en M esuna sucesion.fundamental creciente {s, } acotada por my en M,
y se tiene (§10), primero, que sy . <'mq para toda v y por otro lado, que s < s, para v > v,
por lo que (§7) s < mo.

Sir > xg, se deduce.en forma similar que s > my.

Consideremos finalmente-dos elementos x y x, que no pertenezcan a R y sus correpondientes
elementos mo.y my, en M, entonces se demuestra en forma andloga que de xo < x), se sigue

mo < my,.
Con ellojse ha‘demostrado la similitud de X y M, por lo que se cumple
M=6.
§12.

Los conjuntos bien ordenados.

Entre los conjuntos simplemente ordenados los conjuntos bien ordenados detentan una posi-
cién destacada; sus tipos ordinales, que llamamos “niimeros ordinales”, constituyen la materia
natural para una definicién de los nimeros cardinales o cardinalidades transfinitas superiores, una
definicién de conformidad con la definicién que dimos para el menor ndimero cardinal transfinito
dlef cero mediante el sistema de todos los nimeros finitos v (§6).

“Bien ordenado” 1lamamos a un conjunto simplemente ordenado F (§7), cuando sus elementos
f crecen en una sucesion determinada a partir de un menor elemento f1, de tal forma que se
satisfacen la dos siguientes condiciones:

I. “Existe en F un elemento jerdrquicamente menor f1.”
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II. “Si F’ es un subconjunto de F yy F tiene uno o mds elementos de mayor jerarquia que
todos los elementos de F', entonces existe un elemento f' en F, que es el menor que sucede a
todos los elementos de F’, de tal suerte que no existe un elemento en F tal que, segiin el orden,
esté entre* F'y f'.”

En particular, a cada elemento f de F' le sucede, cuando no es el mayor elemento, un elemento
distinto determinado f’, segin el orden, como el sucesor mas inmediato; esto se deduce de la
condicién II, si por F’ se ocupa el elemento f. Si ademds, por ejemplo, en F estd contenida una
sucesion de elementos consecutivos

d<e < <<V <V

tal que en F existe un elemento que tiene mayor jerarquia que cada elemento e, porla condicién
II, si se sustituye en ella F’ por la totalidad {e(")}, debe existir un elemento f’ tal-que no sélo
ocurre

e

para todo valor de v, sino no que para ninguin elemento g en F se satisfacen las condiciones:

g =< f,

g > e

para todo valor de v.
Por ejemplo, los tres conjuntos

(alaa27"'a|)"")’
(ar,az, 0 ay, ... by, 02, .. by, .. .),

(al,ag,...av,...bl,bz,...bu,...C1,CQ,C3)

donde
ay < Qyf1 <by <byy1 <c1<cx<c3
estan bien ordenados.150s dosprimeros no tienen mayor elemento, el tercero tiene como mayor
elemento a c3; en.el segundo 'y tercero sucede inmediatamente by a los a,, en el tercero a todos
los a, y b, los sucede'inmediatamente cy.
En lo sucesivo queremos extender el uso de los simbolos < y > definidos en §7 para la relacién
jerarquica‘entre dos elementos, a grupos de elementos, de tal suerte que las férmulas

M < N,
M >N

expresen, que en el orden dado todos los elementos del conjunto M son menores, respectivamente
mayores, que loscelementos del conjunto N.

A. “Todo subconjunto F\ de un conjunto bien ordenado F tiene un menor elemento.”

Demostracion. Si el menor elemento f| de F pertenece a Fy, éste es el menor elemento de
F.

En otro caso sea F’ la totalidad de elementos de F' menores que todos los elementos de Fj,
por lo que no hay un elemento de F entre F'y Fj.

Se sigue entonces (por II) que f’ sucede inmediatamente a F’, por lo que necesariamente
pertenece a F y tiene en €l la menor jerarquia.

B. “Siun conjunto simplemente ordenado F se construye de tal forma que tanto F como cada
uno de sus subconjuntos tengan un menor elemento, entonces F es un conjunto bien ordenado.”

4Esta definicién de “conjunto bien ordenado” coincide, no textualmente, con la introducida en Math. Annalen
21, 548 (Grundlagen e. allg. Mannigfaltigkeitslehre, pag. 4).
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Demostracién. Puesto que F tiene un menor elemento, se satisface la condicién 1. Sea F’
un subconjunto de F tal que en F hay uno o mds elementos > F’; sea F la totalidad de esos
elementos y f’ el menor elemento de F, entonces es claro que f” es el sucesor inmediato en F
de F’. Con ello se satisface también la condicién I, por lo que F es un conjunto bien ordenado.

C. “Cada subconjunto F' de un conjunto bien ordenado F es también un conjunto bien
ordenado.”

Demostracién. Segun el teorema A tanto F’ como cada subconjunto F” de F’ (pues son a su
vez subconjuntos de F) tienen un menor elemento; por lo que de acuerdo al teorema B, F’ es
un conjunto bien ordenado.

D. “Cada conjunto G similar a un conjunto bien ordenado F es un conjunto bien ordenado”

Demostracion. Si M es un conjunto que posee un menor elemento, entonces cada conjunto
similar a €l tiene, como se sigue directamente de la nocion de similitud (§7), un menor elemento.

Puesto que G ~ F se cumple y F' tiene un menor elemento, lo mismo ocurre con G .

Igualmente cada subconjunto G’ de G tiene un menor elemento; pues por la aplicacion de G
a F, el conjunto G’ corresponde como imagen a un subconjunto F’ de F, de tal'forma que

G ~F.

Pero por el teorema A, F’ tiene un menor elemento, por lo que también lo tiene G’. Por lo
tanto, tanto G como cada subconjunto G’ de G tienen-un menor elemento; por el teorema B se
deduce que G es un conjunto bien ordenado.

E. “Si en un conjunto bien ordenado G se sustituyen sus elementos g por conjuntos bien
ordenados en el sentido de que si los conjuntos bien ordenados Fg y Fy se sustituyen en lugar
de los elementos g y g' y g8 < g/, entontces también Fy < Fg, entonces el conjunto H, que se
genera en esta forma, por la sustitucion de elementos -por conjuntos bien ordenados F,, es un
conjunto bien ordenado.”

Demostracion. Tanto H como, cada‘subconjunto H; de H tienen un menor elemento, lo que
caracteriza a H, segun el teorema /B,-como un conjunto bien ordenado. En efecto, si g; es el
menor elemento de G, entonces €l menor elemento de Fy, es también el menor elemento de H.
Si ahora se considera‘un.subconjunto-fy de H, sus elemento pertenecen a ciertos conjuntos Fy,
al formar un conjunte,con.estos conjuntos Fy, se conforma un subconjunto del conjunto formado
por los Fy, el conjunto bien ordenado {F,} similar a G; si, digamos, Fy, es el menor elemento
de este subconjunto,-entonces.el menor elemento del subconjunto de H; contenido en Fy, es a
la vez el menor elementode H; .

§13.

Las secciones de los conjuntos bien ordenados.

Si f esun elemento distinto del primer elemento f; del conjunto bien ordenado F', llamamos
al conjunto A de todos los elementos de F, que son < f, un“seccion de F”, a saber, la seccion
determinada por el elemento f. En cambio, el conjunto R de todos los elementos restantes de F
exceptuando f se llama “el resto de F”, a saber, el resto de F determinado por el elemento f.
Los conjuntos A y R estdn, segtin el Teorema C, §12, bien ordenados 'y por §8 'y §12 podemos
escribir:

F =(A,R), (D

R = (fR), (2)
A < R. (3)
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R’ es la parte siguiente, en R, al elemento inicial f y se reduce a 0, cuando R no tiene otros
elementos aparte de f.
Tomemos como ejemplo el conjunto bien ordenado

F = (al,az, cee Ay, ...bl,bz, ...bu, ...C1,02,63),
en éste el elemento a3 determina la seccién
(a1, az)
y el correspondiente resto
(a3, a4, ...Ady42, ... bl, bz, e bM’ ...C1,C2, C3);
el elemento b determina la seccién
(al,az, ...av,...)

y el correspondiente resto
(bla bZ, LA b,ua e Cl’ CZ’ 63)7
mediante el elemento ¢ se determina la seccion

(ar,az,...ay,...by, by, ...by,...c1)

y el resto
(€2, €3).
Si Ay A’ son dos secciones de F, f-y f’ los elementos que las determinan y se cumple
1 =uf. )

entonces A’ es a su vez una séceion de A.
Llamamos a A’ la secciénmenor; A la mayor de F:

A < A. 5)
En forma correspondiente podemos-decir de cada secciéon A de F' que es menor a F' mismo:
A< F. (6)

A. “Sidos.conjuntos bienordenados F y G se aplican uno en el otro, entonces a cada seccion A
de F corresponde una seccion B de G similary a cada seccion B de G corresponde una seccion
similar A de'F;°y los-elementos fy g de F 'y G, que determinan las secciones correspondientes
A Y. B, secasocianuno al otro mediante la aplicacion.”.

Demostracion.” Si se tienen dos conjuntos similares simplemente ordenados M y N que se
aplican uno'sebre -€l-otro, si m y n son son dos elementos asociados, si M’ es el conjunto de
elementos de M. que son < m, N’ el conjunto de elementos de N que son < n, entonces la
aplicacion hace corresponder M’ y N'. Pues a cada elemento m’ < m de M, debe corresponder
(§7) un elemento n’ < n de N, y viceversa.

Si aplicamos este teorema a los conjuntos bien ordenados M y G, obtenemos lo que se que
se debia demostrar.

B. “Un conjunto bien ordenado F no es similar a ninguna de sus secciones A”.

Demostracion. Supongamos que F =~ A, por lo que tenemos una aplicacién de F sobre A.
Por el teorema A corresponde a la seccién A de F una seccién A’ de de A como imagen, de
tal forma que A" ~ A. Se tendria entonces también A’ >~ F y se cumple A’ < A. De A’ se
obtendria en la misma forma una seccién menor A” de F,tal que A” >~ F y A” < A, etcétera.

Con este proceder obtendriamos una sucesion necesariamente infinita

A>A > A" AV S5 AVTD

de secciones de F cada vez menores, similares al conjunto F.
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Denotemos con f, f/, f”,... f0), ... los elementos que determinan en F estas secciones;
entonces tendriamos

f>f,>f”"'f(v) >f(v—l—l)’_._

obtendriamos entonces un subconjunto de F infinito

F fo " W)

en el que ningiin elemento tiene la menor jerarquia.

Pero por el teorema A, §12 no es posible la existencia de tales subconjuntos. La suposicion
de una apliacion de F sobre una de sus secciones conduce a una contradiccion, por lo que el
conjunto no es similar a ninguna de sus secciones.

Si bien, segun el teorema B, un conjunto bien ordenado F no es similar a ninguna dé sus
secciones, siempre existen, cuando F' es infinito, otros subconjuntos de F similares a)F. Por
ejemplo, el conjunto

F=(aa,...ay,...)

es similar a cada uno de sus restos

(et 15 Areq 2y o oo Aregy 20 ).

Es por ello importante que afiladamos el siguiente restltado al Teorema B.

C. “Un subconjunto F no es similar a ningtin- subconjunto decalguna de sus secciones”.

Demostracién. Supongamos que F’ es un subconjunto de unaseccién A de F 'y que F' >~ F.
Fijemos una aplicacién de F sobre F’; porcel teorema A 4 la seccién A de F le corresponde
como imagen una seccién F” del conjunto bien ordenado F’; digamos que esta seccién estd
determinada por el elemento [’ de E'(’Como f’ también es un elemento de A, determina una
seccion A’ de A, de la cual F” es un.subconjunto.

La suposicion de que F’ es un subconjunto d¢'la seccién A de F con F' >~ F, nos conduce a
un subconjunto F” de una seceién A’'de A eon' F” ~ A.

El mismo razonamiento*propiciaam subconjunto F”” de una seccién A” de A’ tal que F"”" ~
A’. Si continuamos asi, ‘obtenemos, .como en la demostracion del teorema B, una sucesién
necesariamente infinita de sececionesde F cada vez menores

ASA > A AW 5 A0tD

y con ello, una sucesion infinita de los elementos que determinan esas secciones

Fom 1= f7o W gD

en la que no apareceria un menor elemento, lo que es imposible segun el teorema A, §12. Por lo
tanto, no existe un subconjunto F’ de una seccién A de F tal que F' >~ F.—

D. “Dos secciones distintas Ay A’ de un conjunto bien ordenado F no son similares entre
si.”

Demostracién. Si A’ < A, entonces A" es una seccién del conjunto bien ordenado A, por lo
que no puede ser similar a A, segun el teorema B.

E. Dos conjuntos bien ordenados similares F y G se pueden aplicar uno sobre el otro en
forma unica.”

Demostarcion. Fijemos dos aplicaciones distintas de F sobre G y sea f un elemento de F,
para el cual correspondieran dos imédgenes distintas g, g’ en G de acuerdo a las dos aplicaciones
distintas. Sea A la seccion de F determinada por f, By B’ las secciones de G determinadas por
gy g Porel teorema A se cumple tanto A >~ B, como A ~ B’, de donde se deduciria B >~ B/,
lo que contradice el teorema D.

F. “Si F y G son dos conjuntos bien ordenados, entonces una seccion A de F puede ser
similar a lo sumo a una seccion B de G.”
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Demostracion. Sila seccién A de F fuese similar a dos secciones B 'y B’ de G, seria tambien
similares entre si las secciones B y B’, lo que es imposible de acuerdo al teorema D.

G. “Si A y B son secciones similares de dos conjuntos bien ordenados F y G, entonces para
cada seccion menor A’ < A de F existe una seccion similar B < B de G y para cada seccion
menor B’ < B de G existe una seccion similar A’ < A de F.”

Demostracion. Se sigue del teorema A, cuando se aplica éste a los conjuntos similares A y B.

H. “Si A y A’ son dos secciones de un conjunto bien ordenado F, B y B’ son secciones
similares a ellas en un conjunto bien ordenado G, y si A’ < A, entonces B’ < B.”

Demostracion. Se sigue de los teoremas Fy G.

J. “Si una seccion B de un conjunto bien ordenado G no es similar a ninguna seccion de
un conjunto bien ordenado F, entonces tampoco las secciones B > B de G ni G mismo son
similares a secciones de F o a F mismo.”

Demostracion. Se sigue del teorema G.

K. “Si para cada seccion A de un conjunto bien ordenado F existe una seccion similar a ella
B de otro conjunto bien ordenado G, y reciprocamente, para cada seccion'B de G existe una
seccion A de F similar a ella, entonces F >~ G.”

Demostracion. Podemos aplicar F sobre G de acuerdo a la siguiente prescripcion:

El menor elemento f de F corresponde al menor elemento gr.de G. Si f > f es algin
otro elemento de F, €l determina una seccion A.de F; a ellaeS¢similar, segun la hipdtesis, una
seccion B de G; el elemento g que determina esta seccidn. 1o hacemos la imagen de f. Si g
es algun elemento de G, > gi, €l determina una seccién)B de G y por suposicién existe una
seccion A de F similar a ella; sea f elrelemento que determina A en F y lo hacemos la imagen
de g.

El que esta correspondencia reciprocamente-univoca entre F' y G es una aplicacion en el
sentido de §7 se verifica facilmente.

A saber, sean f 'y f’ son dos elementos arbitrarios de F', g y g’ los elementos correspondientes
de G, Ay A’ las secciones detrminadas por /'y f’, By B’ las determinadas por gy g’y si,
digamos,

=<1
entonces

A < A;
porlo.que del\teorema H se sigue que

B < B
por consiguiente,

g <sg.

L. “Si para cada seccion A de un conjunto bien ordenado F existe una seccion B similar
a ella de otro conjunto bien ordenado G, y si por el contrario, existe al menos una seccion de
G que no sea similar a ninguna seccion de F, entonces existe una seccion By de G tal que
By~ F.”

Demostracion. Consideramos todas las secciones de G, para las que no hay ninguna seccién
similar en F’; entre ellas debe existir la mds pequeria, que llamamos B;. Esto se sigue de que,
por el teorema A, §12, el conjunto de todos los elementos que determinan esas secciones tiene
un menor elemento; la seccién By de G determinada por éste es la menor de aquella coleccion.
Segtn el teorema J, cada seccion de G, que sea > Bj no es similar a ninguna seccién de F'; por
lo que todas las secciones de G que sean similares a alguna de F deben ser < By, y de hecho a
cada seccion B < Bj corresponde una seccion similar A de F, pues B; es la menor seccion de
G para la cual no existe una seccién en F similar a ella.
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Por lo anterior existe para cada seccién A de F una seccion similar B de B; y para cada
seccion B de Bj una seccion similar A de F'; por el teorema K se cumple entonces que

F:Bl.

M. “Si el conjunto bien ordenado G tiene al menos una seccion para la que no existe una
seccion similar a ella en el conjunto bien ordenado F, entonces cada seccion A de F debe ser
similar a alguna seccion B de G.”

Demostracion. Sea B la menor seccion de G para la que no existe una seccién en F similar a
ella (compdrese con la demostracion de L.) Si hubiese secciones en F para las que no existieran
secciones de G similares a ellas, habria tambien entre ellas una menor, digamos A;. Cada
seccion de A seria entonces similar a alguna seccion de By y cada seccion de By seria similar
a alguna seccién de Aj. Se sigue, por el teorema K, que

B] 2A1.

Pero esto contradice el que By no es similar a ninguna seccién de F. Por lo tanto, no puede
haber una seccién en F que no sea similar a alguna seccién en G.

N. “Si F y G son dos conjuntos bien ordenados, entonces ya sea que 1) Fry'G son similares,
0 2) existe una seccion By de G a la cual F es similar, o 3)existe una seccion A de F a la cual
G es similar; cada uno de estos casos excluye la posibilidad de los. otros dos.”

Demostracion. El comportamiento de F' con G tiene tres posibilidades:

1) Cada seccion A de F es similar a algunasseccion B de G-y-reciprocamente, cada seccion
B de G es similar a alguna seccién A de F.

2) Cada seccion A de F es similar a algunaseccion B de G, pero existe al menos una seccién
B de G que no es similar a ninguna seccion de F.

3) Cada seccioén B de G es similara.alguna seccion A de F, pero existe al menos una seccion
A de F que no es similar a ninguna seccidénde G:

El caso en el que exista una-seccion'de F' que no es similar a ninguna de G y que existe una
seccion de G que no es similara ninguna séccion de F no es posible; se excluye por el teorema
M.

Por el teorema K enel primer caso,se cumple que

F ~G.
Por el teorema L en el segundo caso existe una secciéon By de B tal que
By >~ F,
y en el tercer caso existe una seccion A de F tal que
Al ~G.

Pero no puede ocurrir simultdneamente F ~ Gy F ~ By, pues en tal caso tendriamos también
G =~ Bj, en oposicion al teorema B, y por la misma razén no pueden ocurrir simultineamente
F>~GyGx~A.

Pero también es imposible la validez simultaneade F >~ By y G =~ Ay; porque por el teorema
A de F ~ Bj se deduciria la existencia de una seccion Bi de By tal que A; ~ Bj. Pero se
tendrfa entonces G =~ B{ en oposici6n al teorema B.

O. “Si un subconjunto F' de un conjunto bien ordenado F no es similar a ninguna seccion
de F, entonces es similar a F mismo.”

Demostracion. Por el teorema C, §12 F’ es un conjunto bien ordenado. Si F’ no fuera similar
a ninguna seccion de F ni a F mismo, existirfa por el teorema N una seccién F| de F’, que seria
similar a F. Pero F| es un subconjunto de la seccién A de F, que estd determinada por el mismo
elemento que el que determina la seccién F| de F’. Por lo tanto, el conjunto F serfa similar a
un subconjunto de una de sus secciones, lo que contradice el teorema C.
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§14.

Los nimeros ordinales de conjuntos bien ordenados.

Segun §7 cada conjunto simplemente ordendo M tiene asociado un determinado fipo ordinal
M ésta es la nocién general que se obtiene de M a partir de la jerarquia entre sus elementos
sin considerar la naturaleza de estos, de tal suerte que de ellos se obtienen unidades que estan
sujetas a una determinada jerarquia. Para todos los conjuntos similares entre si'y solo para ellos
estd asociado un mismo tipo ordinal.

El tipo ordinal de un conjunto bien ordenado F lo llamamos “niimero ordinal”

Si « y B son dos niimeros ordinales arbitrarios, entonces tienen tres posibles relaciones entre

si. A saber, si F'y G son dos conjuntos bien ordenados tales que
F=a G-= B,

entonces por el teorema N, §13 existen fres casos posibles mutuamente excluyentes:

1)

F ~G.
2) Existe una seccion Bj de G, tal que

F.>~ Bj.
3) Existe una seccién A de F tal que

G ~ At

Como se observa facilmente,  cualquierasde estos casos sigue cumpliéndose, si F'y G se
sustituyen por conjuntos_similare§ a ellos. F’ y G’; segln eso, tenemos que tratar con tres
posibles relaciones mutuamente-excluyentes entre los tipos o 'y S.

En el primer caso.se.tiene.ol = Bjen el segundo decimos que o« < f3, en el tercero que o > .

Tenemos entonees el teorema:

A. “Si o y B son dos numeros ordinales arbitrarios, entonces se cumple « = Boa < B o
o> B.7.

De la.definicién'de mayor y menor se sigue facilmente:

B. “Si se tienen tres.niimeros ordinales a, B, y y se cumple « < 8, B < v, entonces se cumple
también o <)y.

Asiquelos nameros.ordinales conforman segun su orden un conjunto simplemente ordenado;
después’se mostrard que de hecho forman un conjunto bien ordenado.

Las operacionés definidas en §8 de adicion y multiplicacion de tipos ordinales de conjuntos
simplemente ‘ordenados arbitrarios se utilizan, naturalmente, también en los nimeros ordinales.

Sia = F, B =G, donde F y G son dos conjuntos bien ordenados, entonces

a+p=(F,G). (1)

El conjunto unién (F, G) es claramente un conjunto bien ordenado; tenemos entonces el
teorema:

C. “La suma de dos niimeros ordinales es también un niimero ordinal.”

En la suma o 4 B, o se llama el “augendus”, B el “adendus”.

Puesto que F es una seccion de (F, G), siempre se cumple que:

o<a-+p. 2)

Por el contrario, G no es una seccion, sino el resto de (F, G), por lo que puede ser similar,
como vimos en §13, al conjunto (F, G); si esto no se cumple, entonces G es, por el teorema O,
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§13, similar a una seccion de (F, G). Por lo que

p=a+pB. 3)

Asi que tenemos:

D. “La suma de dos niimeros ordinales siempre es mayor que el augendus, en cambio es
mayor o igual que el addendus. Si se tiene « + B = o + v, siempre se deduce que p = y.”

En general o + By B + « no son iguales. En cambio se tiene, cuando y es un tercer nimero
ordinal, que

a@+p+ty=a+(B+y). “)

Asi que:

E. “La ley asociativa se cumple en la adicion de niimeros ordinales.”

Si se substituye en el conjunto G con tipo B cada elemento g por un conjunto Fg.de tipo «,
entonces se obtiene del teorema E, §12, un conjunto bien ordenado H, cuyo tipo estd totalmente
determinado por los tipos @ y By se llama el producto « - 3:

fg = a’ (5)
o-B=H. (6)
FE. “El producto de dos niimeros ordinales es también un niimero.ordinal.

En el producto « - B, a se conoce como el “multiplikandus”,y  como el “multiplicator”.
En general, los niimeros « - By B - o no son iguales. Pero-se-tiene (§8)

(a-B)yy=a-(B-x) (7

Es decir,
G. “La ley asociativa se cumple\en'la multiplicacion de niimeros ordinales” .
La ley distributiva se cumplé.en general (§8) solo en la siguiente forma:

aBHyY)=a-Bt+a-y. (8)

En relacion a la magnitud del producto se cumple el siguiente teorema, que se verifica facil-
mente:

H. “Si el multiplicator-esmayorque 1, el producto de dos niimeros ordinales siempre es mayor
que el multiplikandus, y es mayor o igual que el multiplicador. Si se tiene aff = ay, siempre se
deduce que'f-= y:

Por otrolado;es claro’'que

d-1=1-0=c«. 9

También tenemos la operacion de substraccion. Si o'y B son dos nimeros ordinales y o < S,
entonces siempre existe un determinado ndimero ordinal, que llamaremos S — «, que satisface
la ecuacion

a+ (B —a)=p. (10)

Pues si G = B, entonces G tiene una seccién B, tal que B = «: el resto correspondiente lo
llamamos S y tenemos

asi que

B—a=S. (11)
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La determinacion de B — « se obtiene de que la seccidén B de G esté totalmente determinada,
por lo que S también esta dado en forma tinica. Resaltamos las siguiente férmulas, producto de

@), (8) y (10):
y+B—-—+a)=—c, (12)
y(B—a)=yB—ya. (13)

De gran significado es que siempre se puede sumar una cantidad infinita de nimeros ordi-
nales, y su suma es un nimero ordinal bien determinado s6lo dependiente de la sucesion de sus
sumandos.

Si, digamos,
B1, B2y Bus -
es una sucesion arbitraria, simple e infinita de nimeros ordinales y se tiene
By = G, (14)
entonces también
G=(G1,Ga,...Gy,...) (15)
es un conjunto bien ordenado, cuyo nimero ordinal 8 representa/da’suma de los 8,. Asi que
Bi+pot-- bt =G=B, (16)
y se tiene, como se desprende facilmente dela definicién-de producto, que
y-Bi4Bat B ) =y By By Bt (17
Si hacemos
ay=p1 ¥ B2+ + B, (18)
entonces
ap= (G1, G, ...Gy). (19)
Se cumple
oyl > Oy, (20)

y segun (10) podemos.expresar los nimeros 8, mediante los nimeros «,, como sigue:

Br=oa1; Pur1 = Ay — . (21)

La sucesion
o1, 00, ...0y, ...

representa ‘entonces una sucesion infinita arbitraria de ndimeros ordinales que satisfacen la
condicion (20);la llamamos una “sucesion fundamental” de nimeros ordinales (§10); entre
ellos y B se origina una relacion que podemos expresar del siguiente modo:

1) B es > «, para cada v, pues el conjunto (G, G», ... , G,), cuyo nimero ordinal es «,,, €s
una seccion del conjunto G que tiene nimero ordinal S.

2) Si B’ es algiin nimero ordinal < B, entonces a partir de un cierto v se cumple siempre

a, > B

Porque, dado que B’ < B, existe una seccién B’ del conjunto G de tipo B’. El elemento de
G que determina esta seccion debe pertenecer a alguno de los subconjuntos G,,, que llamamos
G,. Pero entonces B’ es también una seccién de (G, G, ... G,,) y por consiguiente 8/ < a,,,
por lo que

oy > :B/

para v > vy.
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Por lo anterior resulta B el ordinal mds pequeiio sucesor de todos los a,,; por ello lo llamaremos
el limite de los «,, para v creciente y lo denotamos con Lim , ), de tal suerte que por (16) y (21)

Ll;moz,,:a1+(a2—a1)+--~+(av+1—Otu)-i---' (22)

Podemos expresar lo anterior en el siguiente teorema:

I. “A cada sucesion fundamental {«,} de niimeros ordinales pertenece un niimero ordinal
Lim, «,, que sucede inmediatamente, segtin su magnitud, a todos los «,,; se representa mediante
la formula (22).”

Si y es un nimero ordinal fijo, se demuestra con facilidad con ayuda de las férmulas (12),
(13), (17) los teoremas contenidos en las siguientes férmulas:

Lim(y +a,) =y + Lim «,, (23)
v Vv
Lim y -«, = y - Lim «,,. (24)
Vv Vv

Ya hemos mencionado en §7 que todos los conjuntos simplemente ordenados_con nimero
cardinal finito dado v tienen el mismo tipo ordinal. Esto se puede demostrar como acontinuacion.
Cada conjunto simplemente ordenado con nimero cardinal finito es un conjunto bien ordenado;
porque tanto €l como cada uno de sus subconjuntos deben tener un menor-elemento, lo que lo
caracteriza segun el teorema B, §12 como un conjunto bien ordenado:

Los tipos de los conjuntos simplemente ordenados finitos no‘son; por tanto, otra cosa que
niimeros ordinales finitos. Dos nimeros ordinales.distintos « y.8.no pueden asociarse al mismo
nimero cardinal finito v. En efecto, sia < Sy G = B, existe,«como ya sabemos, una seccion
B de G con B = a.

Entonces el conjunto G y su subconjunto B se servirian del mismo niimero cardinal v. Pero
esto es imposible segtin el teorema. C;.§6.

Los niimeros ordinales finitos eoinciden en sus propiedades con los niimeros cardinales finitos.

Muy distinto se comportan los. nimeros ordinales transfinitos; para un nimero cardinal trans-
finito a existe una cantidad “infinita de nimeros ordinales, los cuales conforman un sistema
intrinsecamente relacionado; que'llamaremos la “clase de nimeros Z(a)”. Ella es una subclase
de la clase tipo [a] (§7).

El siguiente asunte a considerar 1o constituye la clase de nimeros Z(Rp), que llamremos la
segunda clase de niimeros.

En este contexto entendemos por primera clase de niimeros la totalidad {v} de los ndmeros
ordinales-finitos.

§15.

Los nimeros de la segunda clase de nimeros Z(X).

La segunda clase de niimeros Z(Ro) es la totalidad {«} de los tipos ordinales a de conjuntos
bien ordenados con niitmero cardinal X (§6).

A. “La segunda clase de niimeros tiene un menor niimero w = Lim, v.”

Demostracion. Por @ entendemos el tipo del conjunto bien ordenado

Fo=(f1, f2r o fosoil), (1)
donde v recorre los nimeros ordinales finitos y
S < fot1- ()

Asi que (§7)
w=Fy (3
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y (86)
o = No. 4)

Por lo tanto, w es un nimero de la segunda clase, y de hecho, el menor. Pues si y es un nimero
ordinal < w, debe ser el tipo (§14) de una seccion de Fy. Pero Fy sélo tiene secciones de la
forma

AZ(fl?fZ""fU)

con v un ndmero ordinal finito. Por consiguiente y = v.

Asi que no existen nimeros ordinales transfinitos menores que w, que por ello es el menor de
todos. Por la definicién de Lim ,, «,, dada en §14 se cumple claramente que w = Lim , v.

B. “Si o es un niimero de la segunda clase, su sucesor inmediato en la misma clase de niimeros
es el niimero o + 1.7

Demostracion. Sea F un conjunto bien ordenado de tipo « y con nimero cardinal X, es decir

F =a, (5)
o = Np. (6)
Si g es un nuevo elemento, tenemos que
a+1=(F,g). (7)
Puesto que F es una seccién de (F, g), tenemos
o+ 1> . ()

Se cumple que
a+td=a+1=R8+1= (§6).

El nimero o + 1 pertenece-entonces a la segunda clase de nimeros. Entre « y o + 1 no hay
numeros ordinales; pues cada nimero y que'sea < o + 1 corresponde al tipo de una seccion de
(F, g); tal seccion solo puede serF o.una seccion de F. Asique y es =0 < «.

C. “Siay, 0, .. .0y, ....es una sucesion fundamental de niimeros de la primera o segunda
clase de niimeros, entonces.el niiniero Lim ,, a,, (§14) sucesor inmediato de todos los a,, pertenece
a la segunda clase de nimeros.”

Demostracion.. Por-§14 (se obtiene de la sucesién fundamental {«,} el nimero Lim, «,, si

producimos-otra sucesiéon'gi, fa, ... Bv, ... tal que
Bi=ai,Br=0ar—ag,...Byt1 = Ayl — Ay, -
St Gv,'G»; . ..\Gy, . (. son conjuntos bien ordenados tales que
Ev = ,Bv,

entonces también
G=(G1,Gy,...Gy,...)
es un conjunto bien ordenado y

Lim a, = G.
Se trata ahora s6lo de probar que
| G |= Ro.
Pero puesto que los nimeros Bi, B2, ... By, ... pertenecen a la primera o segunda clase,
entonces
| Gy |= Ro,
y por ello

| G |< Ro - Vo = Ro.
Pero como G es un conjunto transfinito, se excluye el caso | G |< 8.
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Dos sucesiones fundamentales {«,} y {«} de nimeros de la primera o segunda clase de
nimeros las llamamos “correspondientes”, en simbolos

{an}lI{er, ), )
si para cada v existen numeros finitos Ag, (o tales que
o) > oy, A= Ao, (10)
y
oy >y, L= Ho. (11)

D. “Los niimeros limite Lim ,, a,, y Lim ,, !, correspondientes a las sucesiones fundamentales
{o}, {e]} son iguales si'y solo si {a,}||{a)}).”

Demostracion. Por simplicidad hacemos Lim , &, = 8, Lim, &, = y.

Primero supongamos que {«,}||{e)}, y afirmamos que 8 = y. En efecto, si g no fuera igual
a y, alguno de estos dos nimeros deberia ser el menor, digamos 8 < y.. A partir de un cierto
v tendriamos o, > B, por lo que segin (11) a partir de un cierto u, @) > B. Pero esto es
imposible, porque 8 = Lim , o, asi que para toda p e, < B.

Si reciprocamente, se supone que 8 = y, puesto.que «, < y,-sedebe cumplir que o > «a,
a partir de un cierto A y dado que o, < f a partir de un cierto t, debemos tener «,, > «a; es

s /

decir, {o }||{a} }.

E. “Si a es un niimero de la segunda clase)de niimeros; vyun niimero ordinal finito arbitrario,
entonces vy + a = «, por lo que también-a — vy = a.”

Demostracion. Primero nos convencemos de la validez del teorema cuando o = w. Se tiene

w = (fl,fz,...fv,...),
Vo= (gh g29 ~~~gvo),

asi que

Vo L= (81582, - 8ups J1s J2u - o) = 0.
Pero si o > w,'tenemos que
=0+ (a0 —w),
vo+d =W +w+(o—w) =w+ (¢ —w) =a.
E. “Si vg es un numero ordinal finito, entonces vy - v = w.”
Demostracion. “Para obteéner un conjunto de tipo vy - w, se deben sustituir los elementos f,

del conjunto (f1, f2,%.%/fy, ...) por conjuntos (g,.1, &v.2, - - - 8v,1p) de tipo vy. Se obtiene el
conjunto

(81,1:81.2, -+ - 81,up> 82,15 - - - 82,005 - - - 8,15 8v.2 - uowgs -+ )
que es claramente similar al conjunto { f,,}; en consecuencia
Vow = .

En forma maés breve se obtiene lo mismo como sigue: segin (24) §14 y puesto que = Lim , v,
se tiene
vow = Lim vgv.
1%
Por otro lado,
{vov}i{v},

por lo que
Lim vgv = Lim v = w,
Vv Vv
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asi que
Vow = w.
G. “Siempre se cumple
(¢ +vp)w = aw,

para un nimero « de la segunda clase y vy un niimero de la primera clase.”
Demostracion. Tenemos

Lim v = w.
v

Segtin (24) §14 se deduce que
(a + vg)w = Lim (o + vg)v.
v
Pero entonces
1 2
— N —— /—“L
(@ +vo)v = (@ +vo) + (¢ +vo) +- -+ (@ + vo)
1 2 (v—1)
—_— N —— ——
=a+ (v +a)+(vo+a) - (vo+a)+vo
1 2 v
O+ Ta 4+ Ta + 1)

= oV + vy

Ahora se tiene, como se verifica facilmente

{av + vohilfev}

y por consiguiente

Lim (« 4+ vg)v = Lim (ev + vy) = Lim av = aw.
v v v

H. “Si a es un minero de(la segunda clase de niimeros, entonces la totalidad {o'} de los
niimeros o' de la primerd y'segunda clase de niimeros menores que a conforman un conjunto
bien ordenado, de acuerdo a sw magnitud, con tipo o.”

Demostracion..Sea'F un'conjunto bien ordenado tal que F = «; sea f; el menor elemento de
F. Si a’.esun ndmero ordinal arbitrario < «, entonces existe (§14) una seccién A’ de F al que

A7 /
A =ao,

y reciprocamente, cada seccién A’ determina por su tipo A’ = o’ un niimero o’ < « de la
primera-o segunda clase de nimeros, porque, en vista de que | F' |= R, | A’ | sélo puede ser un
numero cardinal finito o Ry.

La seccién A estd determinada por un elemento f’ > f; de F, y reciprocamente, cada
elemento f’ > f] de F determina una secciéon A’ de F. Si f’y f” son dos elementos > f] de
F, A"y A” son las secciones que determinan en F, &’ y «” sus tipos ordinales, y si, digamos,
f' < f”, entonces (§13) A” < A”, por lo que &’ < o”. Por ello hagamos F = (f, F'), y
logramos una aplicacién entre esto conjuntos, si asociamos al elemento o’ de {&’} el elemento
f"de F’. Con ello se tiene

{}=F"
Pero se cumple F/ = « — 1 y (segtin el teorema E) @ — 1 = «, por lo que
(o} = a.

Ya que @ = R, entonces también | {a'} |= Rg; en consecuencia, se cumple:
J. “El conjunto {a'} de los niimeros o' de la primera y segunda clase menores que un niimero
o de la segunda clase de niimeros, tiene cardinalidad Rg.”
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K. “Cada niimero o de la segunda clase de niimeros se obtiene de un predecesor inmediato
o, mediante la adicion de 1:
a=oa; +1,
o se puede dar una sucesion fundamental {«,} de niimeros de la primera o segunda clase de
ntimeros tal que
o= Ll;m ay,.”

Demostracién. Sea o = F. Si F tiene un mayor elemento g, entonces F = (A, g), donde A
es la seccion determinada por g en F. Entonces tenemos el primer caso, a saber,

En consecuencia, existe un predecesor inmediato que también se llama o .

Si F no posee un mayor elemento, entonces consideramos el conjunto {«’} de los nimeros de
la primera y segunda clase de numeros que sean menores que «. Por el teorema H €l conjunto
{a} es similar en su orden al conjunto F'; por ello entre los niimeros o’ no hay, ninguno que
sea el mayor. Segun el teorema J, el conjunto {&’} se puede poner en la forma de una sucesion
simple {cr}} infinita. Si empezamos con o, entonces los sucesores segiin este orden, que difiere
del orden segtin la magnitud, aé, ozg ... seran menores que ai; en cualquier caso en lo sucesivo
aparecen miembros > «/; porque «/j no puede ser mayor que el resto.de los miembros, ya que
entre los nimeros {«;} no hay uno mayor. Entreles «; mayores que o sea 0‘,/02 el de menor
indice. De igual manera, sea oz’p3 el nimero de’la sucesion {a,} mayor que a”oz con el menor
indice. Si continuamos asi, obtenemos una sticesion infinita creciente de nimeros, una sucesion
fundamental
/) / /

o

/
Ry P S B

Se cumple que

L €pr <3< < py < Potl, -

/ / / /

pr S Ky = Sy < W e
/ /

o<

) 0} cuando u < py,

y ya que claramente-v < oy, siempre tenemos

4
o)< o

/ /
<<
o, <o, .
Se deduce que'cada ndmero o, y por ello también cada nimero o’ < « serd superado por un
nlimero oz;)v para‘un-valor de. v _suficientemente grande.

Pero « es el'sucesor inmediato de todos los niimeros &', por ello es también el sucesor inmediato

/ ¢ /o _ P
de los o, . Por lo-anterior, hacemos o) = a1, @y, = oy41, asi que
o = Lim «,.
v
De los teoremas B, C, ... , K se desprende que los niimeros de la segunda clase de niimeros

se obtienen en dos formas a partir de nimeros menores. A los de la primera, los llamamos
niimeros del primer tipo, se obtienen de un predecesor inmediato «; mediante la adicion de 1,
seglin la férmula

a=qa;+1;
los otros, los llamamos niimeros del segundo tipo, son aquellos para los cuales no existe un
predecesor inmediato oy; estos aparecen como numeros limite de sucesiones fundamentales
{or)} segtin la férmula:

o= Ll;m oy.

Aqui a es el sucesor inmediato, segun el orden, de todos los nimeros «,,.



TEORIiA DE CONJUNTOS TRANSFINITOS 39

Estas dos formas de producir niimeros mayores a partir de menores las llamamos el primero
y segundo principio de construccion de los nimeros de la segunda clase de ntimeros.

§16.

La cardinalidad de la segunda clase de niimeros es igual al segundo menor nimero
cardinal transfinito alef uno.

Antes de que nos dediquemos en los siguientes parrafos a la consideracion de los niimeros de
la segunda clase y su cardinalidad dominante, queremos responder la pregunta sobre el niimero
cardinal, asociado al conjunto de todos estos nimeros, Z(Rg) = {o}.

A. “Latotalidad {a} de los niimeros o de la segunda clase conforma un conjunto-bien ordenado
segtin la magnitud.”

Demostracion. Por A, entendemos la totalidad de los nimeros de la segunda, menores que el
numero dado ¢, en su orden de acuerdo a la magnitud, asi que A, es un conjunto bien ordenado
de tipo @ — w. Esto se deduce del teorema H, §15. El conjunto, que alli‘se denoté con {«’}, de
todos los nimeros o’ de la primera y segunda clase se obtiene de la-unién de {v} y Ag, de tal
suerte que

(o'} = (), Ao).

Por ello

to'} = (v} + Ay
Yy puesto que

o} =a v} =o,

se cumple que

Ay =0 —w.

Sea J un subconjunto de fa}tal:que existen nimeros en {o} mayores que todos los nimeros en
J. Sea ap uno de esos nameros.«Entonces J también es un subconjunto de Ag,+1, y de hecho,
tal que al menos el nimero ap de Ay 41 €s mayor que todos los nimeros en J. Puesto que
Agy+1 €s un.conjunto bien ordenado, debe existir (§12) un niimero o’ de Agyy+1, y que por ello
pertenece a {«}, que sea el'sucesor inmediato de todos los nimeros en J. Con ello se satisfacen
las condiciones I, §12respecto a {«}; la condicion I, §12 también se satisface, pues {«} contiene
al menor numero (w;:

Si aplicamos los teoremas A y C al conjunto {«}, se obtienen los siguientes teoremas:

B. “Cada.conjunto de niimeros distintos de la primera y segunda clase tiene un menor ele-
mento, un minimo.”

C. “Cada conjunto de niimeros distintos de la primera y segunda clase considerados con el
orden respecto a la magnitud es un conjunto bien ordenado.”

Primero se muestra que la cardinalidad de la segunda clase de nimeros es distinta a la de los
de la primera clase, que es R.

D. “La cardinalidad de la totalidad {«} de los niimeros o de la segunda clase de niimeros no
es igual a Ro.”

Demostracion. Si tuviesemos | {«} |= R, podriamos representar a la totalidad de {«} en la
forma de una sucesion simple e infinita

V1 V2s oo Vsee-

de tal forma que {y,}, la totalidad de los nimeros de la segunda clase de nimeros, se podria
representar en un orden distinto al dado por la magnitud y {y, } no contendria un mayor elemento,
mucho menos {«}.
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Partiendo de y1, sea y,, el miembro con menor indice de esa sucesion > yi, ¥, €l miembro
con menor indice > y,,, etcétera. Obtenemos una sucesion infinita creciente de nimeros

yl,ypz,...ypv,... )
tal que

L<pr<p3--py<pPotl,---,
VI <Yoo <Vp3 Voo < Vpuy1>
VVS)/PV'

Segtn el teorema C, §15 existiria un determinado nimero § de la segunda clase de nimeros,
a saber,

3 =Lim y,,,
v
que seria mayor que todos los y,, ; por consiguiente se tendria
5>

para cada v.
Si {y,} contiene a fodos los nimeros de la segunda clase de nimeros, tiehe también al nimero
d; asi que para un cierto vy se cumpliria

8 = Vvo,

ecuacién que es incompatible con la relacién §°> y,,. La Suposicion | {a} |= N conduce
entonces a una contradiccion.

E. “Un conjunto arbitrario {B} de numeros B de la.segunda clase de niimeros tiene, cuando él
es infinito, el niimero cardinal R o-el ntimero cardinal’| {«} | de la segunda clase de niimeros.”

Demostracion. El conjunto {B}.en el orden de¢ acuerdo a la magnitud es, como subconjunto
del conjunto bien ordenado {o} segun el teorema O, §13, similar a una seccién A,, del dltimo
(es decir, al conjunto de todos los mimeros.de la segunda clase de nimeros < «g, en el orden
dado por su magnitud) o-¢s-similar-a {o}. . €omo se probd en la demostracion del teorema A, se
tiene Zao =y — w.

Tenemos entonces) {B )= g = 0 {8} = {a}, por lo que también | {8} |es = ag —w 0
=| {a} |. Pero ofp.~ w es-un nimero cardinal finito o = R (teorema I, §15). El primer caso se
excluye aqui pues {8} se supuso un conjunto infinito. Por lo tanto, el nimero cardinal | {8} | es
= 8o o =[\{e} |.

F. “La cardinalidad de la segunda clase de niimeros {«} es el segundo menor cardinal trans-
finito dlef uno.””

Demostracion., No exite ningiin nimero cardinal a que sea > Ry <| {«} |. En caso contrario,
por §2 existirfa un subconjunto infinito {8} de {«} tal que | {8} |= a.

Como consecuencia del teorema E recién demostrado el conjunto {8} tiene el nimero cardinal
Ro o el nimero cardinal | {«} |. En consecuencia, el nimero cardinal | {«} | es necesariamente
el sucesor inmediato, segin la magnitud, de 8¢ que llamamos R;.

Por consiguiente, en la segunda clase de nimeros Z(¥X() tenemos el representante natural
para el segundo menor niimero cardinal dlef uno.

§17.

Los nimeros de la forma o*vy + o* v + - + v,

Es conveniente acostumbrarnos a trabajar con aquellos nimeros de Z(X() que son funciones
enteras (racionales) de grado finito en w. Cada uno de tales nimeros se puede escribir en forma
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unica como
@ = vg+ o o+, (1)
donde p, vg son finitos y distintos de cero, vy, vy, ... v, pueden ser cero. Esto se debe a que
oV + oty = wlv, (2)

cuando ' < uwyv > 0.
Porque segtin (8), §14 se cumple

oV + oty = o (V' + " H V),
y por el teorema E, §15
V4 oy = oy,
En consecuencia, en algunas expresiones de la forma
---—l-a)“/v/—l—a)“v—l—---

se puede prescindir de los miembros que, moviéndose hacia la derecha, suceden a miembros de
grado superior en w. Este procedimiento se puede continuar hasta que se obtiene la férmula en
(1). Debemos remarcar que

o + oMV =" (v + V); 3)
Comparemos ahora el nimero ¢ con un_nimero i delmismos tipo
v =&t 00+ pr -+ oo €))
Si ;e y A son distintos, digamos p-< A, entonces por (2)
Y =,
por lo que
¢ <.

Si = A, vory-pp distintos y, digamos vg < pg, entonces por (2)

@+ (" (oo —vo) + @™ o1+ -+ pu) = ¥,
por lo que también
¢ <.
Finalmente, si
M:)\‘,UO:,OO,VI:pl,...vo-_lng_l, OSM’

mientras que,.y py son distintos, digamos v, < p,, entonces por (2)

9+ (@77 (P = V) + @ T o+ ) = Y,
y otra vez
Q<.
Asi, hemos visto que sdlo para identidad completa de las expresiones ¢ y ¥ pueden ser iguales
los ndmeros por ellas representados.

La adicion de ¢ y ¥ conduce al siguiente resultado:
1) si u < A, entonces, como se observo antes,

p+v=19.
2) Si u = A, se tiene

9+ v ="+ o)+ o1+ 4 i
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3)Sip > A, se tiene
¢+ v =w'vg+ o o+ + o' o+ 0t (Vs + o)
+o™ o+ + s

Para efectuar la multiplicacién de ¢ y ¥, observemos que, si p es un nimero finito distinto
de cero, la féormula es

wpzw“vop—l—w"_lvl%—---%—vu. (5)

Ella se obtiene facilmente mediante la realizacion de la suma ¢ 4+ ¢ + - - - + ¢ que consiste
en p sumandos.

Mediante repetidas aplicaciones del teorema G, §15, se obtiene ademds, tomado en cuenta F,
§15

pw = ot (6)
por lo que también
pw* = ot 7
Por la ley distributiva, se tiene

oY = pw* py + 9’ p1 45 L4 g1 ;.

Las féormulas (4), (5) y (7) propician entonces-el siguiente reésultado:
1) Si p;, = 0, se cumple

A {3, 1
oY = " g+ T o+ O o = WMy
2) Si p, no es = 0, entonces
oY ="y " oyt 0 gy
ot vops & v 4 4.
De la siguiente formalogramos-una notable descomposicion de los nimeros ¢: sea
@ ="+ 0"le) + -+ O, 8)
donde
Mo> g > > > ur =20
y los numeros xg,.22, . » 27 son distintos de cero y finitos. Entonces tenemos
0.= ("] + 0"xy + - -+ + "3 ) (@ T g + 1).
Mediante repetidas aplicaciones de esta féormula obtenemos
Q= a)ﬂr}fr(wﬂ«r—l_ﬂr%r_l + 1)(wﬂr—2_ﬂr—l%_[_2 + 1) - (a)M_MIJ{O + 1)
Pero tenemos
W%+ 1= (0" + o,
cuando x es un nimero finito distinto de cero, por lo que
¢ = o (@I D (@ 4 D ©)
o (@MY 4 D).
Los factores w* + 1 que aparecen aqui son todos indivisibles, y se puede representar un niimero
¢ como este producto en forma vnica. Si u; = 0, ¢ es del primer tipo, en cualquier otro caso,
del segundo tipo.

La aparente desviacion de las férmulas en este pardgrafo de aquellas dadas en (IIT 4, Nr. 5,
§14, pags. 203 y siguientes), resulta s6lo de la forma de escribir el producto de dos nimeros,
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pues en esta ocasion pusimos el multiplikandus a la izquierda, el multiplicator a la derecha,
mientras que antes seguimos la regla contraria.

§18.

La potencia y“ en el dominio de la segunda clase de nimeros.

Sea & una variable, cuyo dominio consiste en los nimeros de la primera y segunda clase con
excepcion de 0. Sean y y 8 dos constantes pertenecinetes al mismo dominio, a saber,

6>0, y>1.

Podemos fundamentar el siguiente teorema:
A. “Existe una uinica funcion totalmente determinada f (&) de la variable & -que satisface las
siguientes condiciones:

1) £(0) =34.
2)Si &'y &” son dos valores arbitrarios de &, y
Sl < é/,
entonces

FE)< fE.

3) Para cada valor de & se cumple

FE+D =FE)y.

4) Si {&,} es una sucesion fundamental arbitraria, también lo es { f ()}, y se cumple

§=Lims,.
entonces

f(E) =Lim f(&)."
Demostracién..De.T) y.3) tenemos

f() =38y, f@2)=dyy, fQB)=dyyy....
y puesto que s > 0,y > 1, se cumple

fiH<f@Q<fB<---<f<flo+,...

Con ello queda totalmente determinada la funcién f (&) para el dominio & < w.

Ahora supongamos que el teorema se cumple para todos los valores de § < o, donde « es un
nimero de la segunda clase, entonces tambié€n se cumple para § < «. Porque si « es del primer
tipo, se sigue de 3)

fle) = flapy > fla;
asi que se satisfacen también las condiciones 2), 3), 4) para § < «. Pero si « es de la segunda
clase y {«,} es una sucesién fundamental tal que Lim, o, = «, se sigue de 2) que también
{ f(«y)} es una sucesion fundamental y de 4) que f(«) = Lim, f (o). Si tomamos otra suce-
si6n fundamental {«} tal que Lim , o/, = «, entonces por 2) ambas sucesiones fundamentales
{f(o)} y {f(a])} son correspondientes; asi que f(x) = Lim, f(«,). El valor f(«) estd
también en este caso univocamente determinado.

Si &’ es un niimero < a, se verifica facilmente que f(a’) < f(«). Asi que las condiciones
2), 3), 4) se satisfacen también para § < «. De lo anterior se sigue la validez del teorema para
todos los valores de &.
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Pues si hubiese una excepcion &, para la cual no se satisfaciera el teorema, por el teorema B,
§16 habria un menor de tales niimeros, que llamamos «. Entonces el teorema seria cierto para
& < o, pero no para § < «, lo que estarfa en contradiccion con lo recién demostrado.

Por lo tanto, existe una funcién y s6lo una en todo el dominio de & que satisface las condiciones
1)a4).

Si otorgamos a la constante § el valor 1, y se denota la funcién (&) como

o

podemos formular el siguiente teorema:

B. “Si y es una constante > 1 arbitraria de la primera o segunda clase de niimeros, entonces
existe una funcion totalmente determinada y* de &, tal que

1)y%=1.

2)Si & < &, entonces y& <yt

3) Para cada valor de & se cumple y+1 = y&y.

4) Si {&,} una sucesion fundamental, también lo es {)/5”} y se tiene , cuando,&.= Lim, &,,
también

yg = L1m yE

Podemos reformular el teorema:
C. “Si f(&) es la funcion de & caracterizada en el feorema A, entonces

f& =8p"

Demostracién. Teniendo en cuenta (24),.814 es facil cerciorarse de que la funcién 8y¢ no
solo satisface las condiciones 1), 2), 3) del teorema A,_sino‘también la condicion 4) del mismo.
Por la unicidad de la funcién f(£) debe ser idénticacon'dy?.

D. “Si o y B son dos nimeros\arbitrarios de la primera o segunda clase de niimeros con
excepcion del 0, entonces

ya—f—ﬂ - yayﬁ »

Demostracién. Considere'la funcién ¢ (€)= y**+¢. Tomando en cuenta que segin la férmula

(23), §14
Lim(«a + &) = o + Lim &,
reconocemos que (&) satisface’las siguientes cuatro condiciones:

D) ¢0) = y%

2) Si §~<. &”, entonces ¢(£') < @(&”).

3) Para.cadaivalor de€’se cumple p(§ + 1) = ¢(§)y.

4) Si {£,} es'unassucesion fundamental tal que Lim ,, &, = &, entonces

¢(§) = Lim ¢(&,).

Segtn el teorema C se sigue, si ponemos § = y%, que

o€ =yy*.
Si sustituimos aqui & = B, se deduce que
yo P =yeyl.

E. “Si a y B son dos niimeros arbitrarios de la primera o segunda clase de niimeros excep-
tuando al 0, entonces
yP = (P>
Demostracién. Consideremos la funcién ¥ (€) = y*¢ y observemos que, segiin (24), §14,
siempre ocurre Lim , «§, = « Lim , &,, asi que basdandonos en el teorema D podemos afirmar
que:

1) ¥ (0) = 1.
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2)Si &’ < &”, entonces Y (§') < Y ().
3) Para cada valorde &, ¥ (& + 1) = ¢ (&) y“.
4) Si {&,} es una sucesion fundamental, también lo es {y(§,)} y se cumple, cuando & =

Lim, §,, también ¥ (§) = Lim, ¥ (§,).
Del teorema C se deduce, si se sustituyeen é1§ = 1y y“ por y, que

vE) = 9F.
Sobre la magnitud de y¢ respecto a £ podemos establecer el siguiente teorema:
F. “Siy > 1, para cada valor de & se cumple
ys = £
Demostracion. En los casos § = 0y & = 1 el teorema es inmediato. Ahora mostramos que,
cuando €l se cumple para todos los valores de § menores que un nimero dado «->1, también

se cumple para § = «.
Si « es del primer tipo, entonces por hipétesis

o) < Vgl )
también
ay < yHy =y,

por ello
Yy > ot (y — 1) =apy.

Puesto que tanto a; como y — 1 son al.menos = 1 y@y + 1 = «, se deduce
y® > o
Si por el contrario « es del segundo tipo, a saber,

or=Lim «,,
Vv

entonces, ya que «, <.&; y de'lahipdtesis se obtiene
oy < Vav,
por lo que también
Ll’vm o, < Ll;m ye,

es decir;
a<y".

Si‘hubiesen valores de & para los cuales
£> 5,
entre ellos existitia uno menor (segin el teorema B, §16); si lo denotamos con «, tendriamos

paraé < «
£ <yt

mientras que
a > yY,

lo que contradice lo antes demostrado. Con ello hemos mostrado que para todo valor de &

ys > &.
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§19.

La forma normal de los nimeros de la segunda clase.

Sea « algiin nimero de la segunda clase. La potencia w® serd mayor que o para valores
suficientemente grandes de &. Este siempre es el caso, de acuerdo con el teorema F, §18, para
& > «, pero en general también se considerardn valores menores de &.

Por el teorema B, §16 entre los valores de & para los cuales

w® > «,

debe existir uno menor; lo llamamos B y nos convencemos facilmente que no puede séryun
nimero de la segunda clase. En efecto, si lo fuera

p =Lim B,,
%

tendriamos, puesto que 8, < B,

por lo que también

Asi que

mientras que se debe cumplir
P > @

En consecuencia, 8 es del primer tipo./.Denotamos S_; con «g, de tal suerte que 8 = ap + 1
y podemos afirmar que existe.un niiniero totalmente determinado o de la primera o segunda
clase que satisface las condiciones:

o< a, oo > a. (1)
De la segunda condicion.deducimos que no para todo valor finito de v se cumple
o®v < «,

pues en‘caso contrario se cumpliria también Lim , «*v = 0%w < «.
El menorniimero finito v-para el cual

0% > «,

lo denotamos con xp. 4+ 1. De (1) se sigue que xg > O.
Por consiguiente, existe también un niimero totalmente determinado xo de la primera clase
de niimeros, tal que

0" xy <o, ©®°0n+1) > a. (2)
Si hacemos o — w*0xy = o, entonces

o = 0"y + o 3)

0<a <w*, 0<x <w. 4)

Ademas, o se puede representar como en (3) en forma tinica con la condicion (4). Porque de
(3) y (4) se deducen, hacia atras, primero las condiciones (2), y de ellas las condiciones (1).
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La condicién (1) se satisface s6lo por el nimero op = f_1, y mediante las condiciones (2)
queda completamente determinado el ndmero finito xy. De (1) y (4) se sigue, considerando el
teorema F, §18, que

/
o <o, o) <a.

Por lo que podemos afirmar la validez del siguiente teorema:
A. “Cada niimero a de la segunda clase se puede representar en forma tinica como

/
o =% +d,
con
/
0<od <®, 0<x <w;

o' siempre es menor que o, mientras que oo es menor o igual que o.”
Si &’ es un ndmero de la segunda clase, podemos utilizar el teorema A y obtener

o =% % +d”, (5)

0<dod <™, 0<x <o,
por lo que
o] < o, O(N < Ol/.

En general, obtenemos la siguiente sucesion de ecuaciones

a// = waz}{z +a///’ (6)

Q" — a)a3%3 +a1V. (7)

Esta sucesion no puede ser infinita, debe interrumpirse. Porque los nimeros «, o', o, . ..
son decrecientes segtin suymagnitud, es decir,

/! 144
a>a >a" >a" > ...

Si una sucesion decreciente'de nimeros transfinitos fuese infinita, entonces ninguno de ellos
seria el menor; esto es imposible segiin el teorema B, §16. Por lo tanto, se debe cumplir

«™t) =0

para un cierto valor finito de t. Si relacionamos las ecuaciones (3), (5), (6), (7), obtenemos el
teorema:
B. “Cada.niimero.« de la segunda clase se puede representar en forma tinica como

o =%+ o*x; + -+ 0%,
donde o, a1, . . . ¢ son numeros de la primera o segunda clase que satisfacen las condiciones
o > 0o >ap > >0 >0,

mientras que X, X1, X, T + 1 son niimeros, distintos de cero, de la primea clase”.

La forma que hemos presentado para los nimeros de la segunda clase la llamamos forma
normal; aq es el “grado”, o, el “exponente” de «; para T = 0 el grado y el exponente son
iguales entre si.

Dependiendo de si el exponente o, es igual o mayor que 0, o es un niimero del primer o
segundo tipo.

Consideremos otro nimero 8 en forma normal

B =awfr+ 0P hy 4+ 0P R 8)
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Tanto para comparar @ con 8 como para sumarlos o restarlos sirven la formulas

%5 + %% = ¥ () + %), )
0¥ + o % =¥ % parac <o (10)
aqui x, »’, %" son ndmeros finitos.
Estas son generalizaciones de las féormulas (3) y (2), §17.
Para la formacién del producto o8 son importantes las siguientes formulas:

ar = ok + 021 + -+ 0% %, 0< A <o, (11)
aw = 0™t (12)
aof =t g > 0. (13)
La exponenciacién a? se efectua con facilidad mediante la siguiente férmula:
ot =g+ - -, 0<A<o. (14)

Los miembros a la derecha tiene grado menor que el primero. De esto'se sigue facilmente
que las sucesiones fundamentales {a”} y {#**} son correspondientes, de’tal forma que

a? = o™, ay> 0. (15)

Por lo que, como consecuencia del teorema E; §18:

o =0 a0, B0, (16)

Con ayuda de estas férmulas se puedendemostrar 10s Siguientes teoremas:

C. “Si los primeros miembros w*0xgy, w*° Ay de las formas normales de los niimeros o y B no
son iguales, entonces o es mayor ¢ menor-que B, dependiendo de si w*°xy es menor o mayor
que wPorg. Pero si se tiene

0™ x0.= WA O 2= PN, .. L%, = a)ﬁf’%p,

y Si %ty , 1| es menor o mayor que wfrr Ap+1, entonces también a es menor o mayor que P,
respectivamente.”
D. Si el grado oy de «.es menor-que el grado By de B, entonces

o+ pB =8
Si ag ‘= Po, entonces
a +B= PG+ ro) + P A+ -+ 0P
Pero si
aop > Po, a1 > Bo,...ap > Po, apr1 < Po,
entonces
o+ B =+ +0%n, + 0k + A+ + 0P
E. “Si B es del segundo tipo (B, > 0), entonces
aff = w“°+ﬂ°k0 + a)“°+ﬂ1k1 4ot a)ao-l-ﬂa)\a A a)aoﬂ,
pero si B es del primer tipo (B, = 0), entonces
aB = ™y + TPy 4 TP+ R
+ %%+ 0%
E. “Si B es del segundo tipo (B, > 0), entonces

af = p*b

b
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pero si B8 es del primer tipo (B, = 0), a saber, 8 = B’ + A, donde B’ es del segundo tipo,
entonces se cumple
a,ﬁ — a)()[(),ﬁ/a)»g'”

G. Cada niimero o de la segunda clase se puede representar en forma vinica como el producto:
o =% (0" + D1 (0" + Datz—p - (0¥ + D,
y se cumple
Yo =07, Y] =0r—1 — 07, )2 =02 — Ur—[,... Y7 =0 — ],

mientras que xo, X1, . .. x; tienen el mismo significado que en la forma normal. Los factores
o + 1 son irreducibles.”

H. “Cada niimero o del segundo tipo perteneciente a la segunda clase de niimeres-se puede
representar en forma unica en la forma:

/
o = o,

donde yo > 0y o' es un niimero del primer tipo perteneciente a la primera o segunda clase.”
J. “Para que dos niimeros o y B de la segunda clase satisfagan la relacion

a+pB=Ff+«

es necesario y suficiente que tengan la forma

o =Yr, B=yv;
donde . y v son niimeros de la primera-clase de niimeros”.

K. “Para que dos niimeros o y B.de la segunda clase, ambos del primer tipo, satisfagan la
relacion

B = Ba
es necesario y suficiente que sean de la forma
a=y", B=y"
donde |1 y v son numeros.de la primera clase.”

Para ejemplificar la-trascendencia de la forma normal y de la directamente relacionada forma
producto delos niimeros de la segunda clase de nimeros, se derivardn las demostraciones de los
teoremas J y K.

De/la suposicion

a+pB=F+«
deducimos primero que el grado o de « debe ser igual al grado By de . Si tuviesemos «g < By,
se cumpliria\(segtn el teorema D) que

a+p =5,
de donde se sigue que

p+o=5,
lo que no es posible, pues por (2) §14

B+a> 8.

Por ello podemos hacer
a=o0""n+a, B=ov+p,

donde el grado de los nimeros o’ y B’ son menores que g, i y v son nimeros finitos distintos
de 0.
Por el teorema D se cumple

at+B=0"pn+v)+p, B+a=0"(+v)+d,
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asi que
o (+v)+p =™ (u+v) + o
Segun el teorema D, §14 se tiene
B =d.
Con ello logramos
a=o"n+a, B=o"v+d,
y si se hace
0 +ao =y,
por (11)
a=yu, Pp=yv
Por otra lado, supongamos que dos nimeros de la segunda clase de nimeros del primer tipo
a 'y B satisfacen la condicion

of = Ba

y que
o > f.

Representamos ambos numeros, segun el teorema G, en su forma producto y sean
a=3d8d, B8,

donde o’ y B’ no tienen factores izquierdos extremos en comun (excepto 1).
Entonces se cumple
o > B

a6’ = B'éd’.

Todos los nimeros involucrados y10s que aparezcan en lo sucesivo son del primer tipo, pues
esto se supuso de o y B.

La dltima ecuacion (teniendo'en cuénta el teorema G) permite reconocer que «’ y ' no
pueden ser ambos transfinitess pues-en-tal caso tendrian un factor izquierdo extremo comum.
Pero tampoco pueden ser.ambos finitos; porque en tal caso, si § es transfinito y si x es el factor
izquierdo finito extremo.de §; entonces

a'x = pBx,

y también

La unica posibilidad-que queda es que
o >w, B <o.
Pero el ndmero finto 8’ debe ser 1:
B =1,
pues de lo contrario estaria contenido como factor en el factor extremo izquierdo finito de o'.
Llegamos al resultado 8 = §, por consiguiente
a = Bd,

donde «’ es un niimero del primer tipo perteneciente a la segunda clase de nimeros que debe ser
menor que «o:

a < a.

Entre o’ y B se cumple la relacién

o' B = pBa.
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Si por lo tanto, &’ > B, se deducen de la misma forma la existencia de un nimero transfinito
del primer tipo a” < o/, tal que

a/ — ,30[//, Ol”,B — ,80{”.
Si también o” > B, existe uno de tales ndmeros o’ < o”, tal que

a// — ,306/”, OCW,B — ,30{/”,

etcétera.
La sucesion decreciente de nimeros o, o', «”, &’ ... debe interrumpirse, segin el teorema
B, §16. En consecuencia, se debe cumplir, para un cierto indice finito po,
Si
aP0) — B,
entonces
_ ppotl _ A.
a=pr", B=p;

quedaria demostrado el teorema K y se cumpliria

y=8 u=p+1, v=1L

Pero si
a0 B,
hacemos
aP0) — Bi
y tenemos

o= 2B, BPL=pP1B, B1 <Bp.

Por lo tanto, existe unnumero finito pj tal que

B=B"Bar Bi1B2= B2B1, P2 < Bi.

En general, se obtiene enforma andloga

Bi'= By B3, BaBs = BB, B3 < B,

etcétera.

También la-sucesion-decreciente de nimeros B, B2, B3, ... debe interrumpirse, segun el
teorema B, 816.

En consecuencia, existe un nimero finito x tal que

IB}f—l = :35%
Si hacemos
Bx =7,
entonces
a=y" B=vy"
donde 1 y v son el numerador y denominador de la cadena fraccionaria

w 1
;=/00+—
p1+
1
+ —.
Pk

§20.
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Los ¢-nimeros de la segunda clase.

El grado g de un nimero « nunca es mayor que o, como se desprende de la forma normal
a=w%+o" 1+, dg>a1 >, 0<x, <w® (1

teniendo en cuenta el teorema F; la pregunta es si existen nimeros « para los cuales g = «.
En tal caso se debe reducir la forma normal de « al primer miembro y éste debe ser = w*, es
decir, o debe ser la raiz de la ecuacidén

o = E. 2)

Por otro lado cada raiz de esta ecuacion debe tener forma normal w®; su grado seria igual a
ella misma.

Los numeros de la segunda clase que son iguales a su grado coinciden con las raices de la
ecuacion (2). Nuestra tarea es determinar todas esas raices. Para distinguirlas de-los nimeros
restantes, las llamamos e-niimeros de la segunda clase” .

Que realmente existen tales ndmeros, se deduce del siguiente Teorema:

A. “Siy esun niimero de la primera o segunda clase que no satisface la ecuacion (2), entonces
determina una sucesion fundamental {y,} mediante las ecuaciones

—1
vi=w’, p=o", . . pp=0" T, s

El limite Lim ,, y,, = E (v) de esta sucesion fundamental siempre es un ¢-niimero.”

Demostracion. Puesto que y no es un e-ndmero, entoneces' w” > y, es decir, y; > y. De
acuerdo con el teorema B, §18 se cumple/también o' > w?, esto es, y» > y1 y en la misma
forma se deduce que y3 > y», etcétera La sucesion {y,} es por consiguiente una sucesion
fundamental. Su limite, que es una funcién. de y, lo.llamamos E(y) y se cumple

wE(V) = Lim@” = Lim Yv+1 = E(J/)
% v

Por ello E(y) es un e-niimero.
B. “El niimero gy = E(}) = Lim , wy, donde

o' = o, o) =", wz=0"? ...0, =", ...
es el menor de todos los-e-niimeros.”
Demostracién. Sea.&’ un €-ntimero, tal que
!
o =¢.

Ya que ¢".> w,-€tonces w® > o®, es decir, & > wy. De aqui se sigue igualmente que
ot > w®?, es decir, ¢’ > w3, etcétera.
En general tenemos
g > w,,
por lo que
g > Ll;m Wy,

es decir,
g > go.
Asi que g9 = E(1) es el menor de todos los e-nimeros.
C. “Si &' es un e-niimero, " el siguiente e-niimero y y cualquier niimero entre ellos
g <y <é,
entonces E(y) =¢".”
Demostracién. De
g <y<é’
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se sigue que
o <o’ <o,
es decir,
g <y <&’
etcétera. De esto se deduce igualmente
g <y <é,
etcétera. En general tenemos
g <y <€,
por lo que
e <E(y)<é.
Segiin el Teorema A, E(y) es un e-ndmero. Ya que &” es el sucesor de &’ entre 10s €-niimeros,
no puede ocurrir que E(y) < &”, por lo que se debe cumplir

E(y)=¢".

Dado que &’ + 1 por definicién no puede ser un e-nimero, pues todos los e-niimeros, como se
sigue de la ecuacién que los define £ = w?, son del segundo tipo, £ 41 es con seguridad menor
que &”, con lo que tenemos el teorema:

D. “Si &’ es un e-niimero, entonces E(¢' + 1) es el siguiente-€-niimero.”

Al menor e-nimero & le sigue el que Hamaremos €1,

g1 = E(eo + 1),

y a éste el siguiente
&= E(er+ 1),
etcétera.
En general, tenemos la férmula recursiva para el (v + 1)-ésimo e-niimero respecto a la mag-
nitud:

ey = E(ey—1 +1). 3)
Pero ya que claramente la sucesion infinita
E0,€1,.---Ep, ...

de ninguna manera abarca a todos los ¢-niimeros, se desprende el siguiente teorema:
E.\“Si g,¢", &” o\ es una sucesion infinita de e-niimeros tal que
e<g <&l eW <t
entonces también'Lim , €) es un e-niimero, a saber, el e-niimero sucesor inmediato a todos los
2 »
Demostracion. . .
{ v L v
lem vE = Lim a)a

— Lim ¢V,
v v

Que Lim , ™) es el e-niimero sucesor inmediato de todos los ¢ se deduce de que Lim ,, g™
es el nimero sucesor inmediato de la segunda clase de todos los ).

F. “La totalidad de los ¢-niimeros de la segunda clase ordenados segiin su magnitud conforma
un conjunto bien ordenado de tipo Q2 de la segunda clase de niimeros ordenados segiin la
magnitud por lo que tiene la cardinalidad dlef uno.”

Demostracion. La totalidad de los e-ntimeros de la segunda clase conforma, segun el teorema
C, §16 ordenados segtin su magnitud, un conjunto bien ordenado

€0y E1y - -Eby s Etly v Eqlynn- @

cuya forma de construirse se expresa en los teorema D y E.
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Si el indice o’ no recorriese todos los nimeros de la segunda clase de nimeros, deberia existir
un menor nimero « que no alcanzara. Esto se opondria al teorema D, cuando « fuera del primer
tipo, y al teorema E, cuando « fuera del segundo tipo. Por lo tanto, &’ toma como valores todos
los numeros de la segunda clase de numeros.

Si denotamos con €2 el tipo de la segunda clase de nimeros, entonces el tipo de (4) es

w+Q=w+w’+(Q— ),

2, se sigue que

pero como @ + w? =
o+ Q=Q.

Por consiguiente, también
w+ Q= Q= N1.
G. “Si € es un e-niimero y a un niimero arbitrario de la primera o segunda clase de nimeros
menor que :
a<e,

entonces ¢ satisface las tres ecuaciones

at+e=¢ ac=¢, of =¢&”

Demostracion. Si «g es el grado de «, entonces op < o, y como @. < ¢ también se cumple
ag < ¢. El grado de ¢ = w® es ¢; asi que « tiene un'grado menor que &, por lo que segin el
teorema D, §19

o+ &= g,
de donde se sigue también
oo+ & =g,
Por otro lado, por las férmulas (13); §19.tenemos
ae = ad’r= "¢ = »f = ¢,

de donde se sigue también
opE = €.
Finalmente, de la férmula.(16), §19.tenemos

£ )
aé‘:aa) :waow :a)()l()&' :w8:8'

H. “Si o es un niimero de lasegunda clase de niimeros, la ecuacion
of =

’

no tienen mds raices.que los-s-niimeros mayores que o.”
Demostracion."Sea 8 una raiz de la ecuacion

of =&,
asi

of =g,
por lo que se sigue de esta formula que

B > «a.

Por otro lado, B debe ser del segundo tipo, de lo contrario tendriamos
of > B.
En consecuencia, tenemos, por el teorema F, §19
af = waoﬂ’

por ello
0P = B.
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Segtn el teorema F, §18
0™F > P,

asi que
B = aoB.
Pero no puede ocurrir que 8 > «of; en consecuencia
aoB = B,
y por ello
P = B.

Por lo tanto, 8 es aun e-ndimero mayor que «.
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